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Les formes quadratiques
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Les formes quadratiques : définition

Définition : On appelle forme quadratique une expression de la forme

F(x) =D qixix;

i=1j=1

avec x = (x1,x2,...,%,)| € R".

Notation : Une forme quadratique peut s'écrire sous la forme matricielle :

f(x) = ZZQUX;XJ' =x' Qx = <Q,XXT>

i=1j=1

On dit que la matrice Q représente la forme quadratique f(x).
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Les formes quadratiques : représentation

Pour f(x), il peut exister plusieurs matrices Q qui la représentent.

Exemple : La forme quadratique x? + 4x;x2 + 3x3 peut s'écrire par
exemple de plusieurs facons :

1 2
o x? +2x1x0 + 2x0x1 + 3x3, avec Q) = < 5> 3 >

1 4
° x12 + 4dxy1x0 + 0x0x1 +3x22, avec (), — < 0 3 >

1
Y X12 + 6X1X2 — 2X2X1 + 3X22, avec Q3 = < ) g )

Propriété : Une forme quadratique peut toujours &étre représentée
par une matrice symétrique, i.e. f(x) = 3x ' (Q+ Q")x.
Cette représentation par une matrice symétrique est unique.

On considére ici la représentation de f(x) par une matrice symétrique.
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Matrices semidéfinie positives

On note 8" I'ensemble des matrices symétriques de dimension n.
Soit une matrice X € 8", les assertions suivantes sont équivalentes :
Q@ X est semidéfinie positive (SDP), noté X = 0, si
n n

Vx € R, xT Xx = ZZX,'J'X,'XJ' = (X, xxT) >0
i=1 j=1

@ La plus petite valeur propre de X est positive ou nulle.

© Tous les mineurs symétriques (déterminants des sous-matrices carrées)
de X sont positifs ou nuls.

@ Décomposition de Cholesky : Pour k > 1, il existe une matrice
triangulaire inférieure L € R tel que X = LLT
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Matrices semidéfinie positives : exemple

3 1 -1
X = 1 3 1
-1 1 1

@ Les valeurs propres de X sont (0,4, 3).
© Mineurs symétriques :
» Mineur symétrique d'ordre 3 :

3 1 -1
e P A YRS S
-1 1 1
» Mineurs symétriques d'ordre 2 :
31 3 -1 31
‘1 3“82& 11 _2ZOW1 1‘_220

» Mineurs symétriques d'ordre 1 : |3| =3 >0, [3| =3>0, [1|]=1>0.

— La matrice X est semidéfinie positive.
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Matrices semidéfinie positives : exemple

0 0 0 0 0 0 0 0 0
» | 02 4 |=0LT=|0 V2 0 o\/§¢i5
4
0 4 8 0 5 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 01 2
» |02 4 |=0LT=|110 01 2
0 4 8 2 20 0 0 0

— La matrice X est semidéfinie positive.
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L'optimisation quadratique
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Formulation générale des programmes quadratiques

min fo(x) = (Qo, xx") + ¢f x

st. f,(x) = (Qr,xx")+c/x—e <0 (reR)
0<li<x<u (i€l
x; €EN(ieJ), x€R(iecI\J)

(P)

e Z={1,....N}et J={1,....,n}: N variables dont n entiéres.

e R ={1,...,m} : m contraintes quadratiques
Remarque : si Q, = 0, Vr, elles sont linéaires.
(on note 0, I'ensemble des matrice nulles de dimension n)
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© L'optimisation quadratique convexe
@ Les conditions d’optimalité
o Différence avec la résolution d'un PLNE
@ Cas d’'une fonction quadratique convexe sous des contraintes linéaires
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Les conditions d'optimalité
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Cas : optimisation sans contrainte

(P){ min f(x) = (Q,xx") +c"x
st. 4 <x <u (I EI)

Propriété : On dit qu'une forme quadratique f est convexe lorsque
sa matrice symétrique associée est semidéfinie positive.

Définition : f posséde un minimum local u si

30 > 0 tel que f(u) < f(x),¥x,||x —ul| <o

Définition : f posséde un minimum global u si

Vx, f(u) < f(x)

Conditions nécessaires suffisantes d’optimalité globale
Soient f : R" — R deux fois différentiable sur R”, et u un minimum
local de f, si f est convexe, alors u est un minimum global de .
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Cas : optimisation sous contraintes d'inégalité

min fo(x) = (Qo,xx") + ¢4 x
(P)S st. f(x)=(Qr,xx") +¢c'x—e <0 (reRr)
0<li<x<u (i€T)

Hypothéses : les fonctions 7, sont différentiables et convexes.
On introduit le Lagrangien associé au probléme (P), en associant :

e 1 multiplicateur A\; a chaque contrainte ¢; — u; <0, x; — u; <0,

e 1 multiplicateur \, >y & chaque contrainte 7,(x) < 0.
et pour (x,\) € RN x R2N+m |3 fonction :

m N N
LG A) = F(x) 4+ D> Aranfr() + > Al —x) + > Nin(xi — u7)
r=1 i=1

i=1

et si \; > 0, alors le lagrangien L(x, \) est aussi une fonction convexe.
( puisque qu'une somme de fonctions convexes est convexe)
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Conditions de Karush-Kuhn-Tucker du premier ordre

Moy fr(x*) =10
f(x*) <0
ASI\IJrr > 0

)\7(5, — X,') =0

Afin(xi —uj) =0
4 < xi < uj

AT >0

Vil(x,A) = VF(x)+ > Aoy VE(x) -

r=1

r=1,
r=1,
r=1,
i=1,.
| =
i=1,.
=1,

c ey

Théoreme (KKT) S'il existe un \* tel que :

ce ey

2N
2N

Alors x* est une solution optimale globale du probléme (P).
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Différence avec la résolution d'un PLNE
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Différence avec la résolution des MILPs

e La solution optimale d'un LP est un sommet de son enveloppe
convexe

u]
@
I
ul
i
<
£
¢
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Différence avec la résolution des MILPs
e La solution optimale d'un LP est un sommet de son enveloppe
convexe
e La résolution d’'un MILP peut-&tre calculée en résolvant un LP sur
I'enveloppe convexe de ses points entiers.
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Différence avec la résolution des MILPs

e La solution optimale d'un LP est un sommet de son enveloppe
convexe

e La résolution d’'un MILP peut-&tre calculée en résolvant un LP sur
I'enveloppe convexe de ses points entiers.

e Stratégie : on sépare les optimaux continus successifs
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Différence avec la résolution des MILPs
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Résolution d'un MIQP convexe : exemple

R 1
min Z(x; - 5)2
(Ex) i=1
s.t.
x €{0,1}"
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Résolution d'un MIQP convexe : exemple

(Ex) i=1
s.t.
x €{0,1}"
X2 N
- o . . .
® \\\. e Solution optimale continue :
TN N x = (0.5,0.5)
// // \\ ! ’ . A
| | ® | \l e Ce n'est pas un point extréme de
\ \ VR I'ensemble relaché (il est dans
NG // / I'intérieur stricte)
. -

/
‘r — @ e Il ne peut pas &tre séparé!
~o_ /// X
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Résolution d'un MIQP convexe : exemple

Ex i=1
( ) s.t.
x €{0,1}"
X2 o
./// \\\\ min y
/ AT T \ s.t
/ /// \\ \\ (EXI) 1 5
/ \ | y > (x - =
| - 22 i)
\ \ / / =
. 7/ xe{0,1}", y eR
N ~-—- /

N 7 e (Ex’) équivalent a (Ex) et ses solutions
] ; -

optimales continues sont sur la frontiére.
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Minimisation d'une fonction quadratique convexe
sous des contraintes linéaires
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Cas particulier des contraintes linéaires

min g E qijXiXj + E CiX;
i i

s.t. arTxgb, reR
—x; <0 el

(@P)

Algorithme de résolution par une variante de I'algorithme du simplexe.
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Cas particulier des contraintes linéaires

(Q@P)

E E qijxiXj + E CiXj
~ 5 -
s.t. a,Tx < b,

—x; <0

reR — )\n+,«
1. Introduction du Lagrangien

i€l <+ )\

ZqUX_/XJ + ZCIXI + Z)\nJrr Zanxl

— \iX;
ﬁfl
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Cas particulier des contraintes linéaires

min E g q,-jx,-xj—i—g CiX;
i i

st. a/x< b, reR < Angr
2. Ecriture des conditions KKT d’optimalité :

(QP)

(

n m

= "qixi = 2qixi — i — > Anpprai+Ai=0 i€l

j=1 r=1

JF#i
alx < b, reR
(3] x — b )Ansr =0 reR
Aixi =0 el
x; >0 el
Ai>0 i€eTUR
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Cas particulier des contraintes linéaires

min E g q,-jx,-xj—i—g CiX;
i i

st. a/x< b, reR < Angr

3. En introduisant les variables d’écart x,, :

(QP)

;

n m
= aixi = 2qixi — i — > Anirai+Ai=0 i€l

j=1 r=1

JF#i
aZ—X+Xn+r:br reR
(3] x — b )Ansr =0 reR
Aixi =0 el
x; >0 ieZUR

 Ai>0 ieTUR
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Cas particulier des contraintes linéaires

min E g q,-jx,-xj—i—g CiX;
i i

st. a/x< b, reR < Angr
3. En introduisant les variables d’écart x,, :

(QP)

( n m
_Zqijxj_qu'ixi_ Ci_z)\n+rari+)\i =0 /e’
j=1 r=1
JF#i
a,Tx+x,,+,:b, reR
Aix; =0 ieTUR
x; > 0 i€eTUR
( Ai >0 ieTUR
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Cas particulier des contraintes linéaires

min ZZq,-jx,-xj—i-Zc,-x,-
i i
QP
(@P) st. a/x< b,

reR <7/\n+f

el <+ )\
Résoudre (QP) <= trouver une solution de (1), qui satisfait (2) .

—x; <0

n m
_ZQinj —2qiix; — ¢ — Z/\n+r8rf +A=0 i€l
j=1

r=1
J#i
al X + xpir = b,

(1)

reRr

Aixi=0 i €ZTUR
(2) x;i >0 ieTUR
Ai>0 ieITUR
= Appliquer le simplexe sur (1) jusqu'a satisfaire (2).
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Cas particulier des contraintes linéaires

Algorithme : Application d’une variante du simplexe pour trouver la
solution du systéme KKT :

@ Initialisation

Choix de la variable qui entre dans la base

Q@
@ Choix de la variable qui sort de la base
Q@ Critere d'arrét

Q

Convergence de 'algorithme
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1. Initialisation
On considére la base triviale du systéme formé des variables :
o \,iel
® Xpir, I € R
dont la solution associée est :
e \i=g¢,i€l
® Xpiyr=b,, reR
e x;=0,ic€Zet),.,=0reR

n m
=Y 4% —24ix — i — ) Anirai+Ai=0 i€l
j=1 r=1

J#i
arTx+x,,+,:br reR

Ici on a 2(n+ m) variables et n + m contraintes.

Amélie Lambert (Cnam) PMA - Optimisation Quadratique MPRO 24 /67



Tableau du simplexe

On appelle tableau du simplexe I'expression des variables de base en
fonction des variables hors base.

On appelle tableau standard : le cas ou pour tout i € ZU R, si x; est
dans la base, alors \; n'est pas dans la base

e Sile tableau est standard alors \;x; = 0, / € T est vérifié.

e Sinon ce n'est pas forcément le cas (sauf en cas de dégénérescence).

On va itérer en ayant toujours au plus une seule paire (x, \) dans la base et
hors de la base.
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2. Choix de la variable qui entre dans la base

On considére deux cas :

@ Si le tableau est standard, on fait entrer la variable x. telle que la
variable correspondant dans la base \. soit la plus petite (négative)
possible.

(Les seules contraintes de (2) non satisfaites sont la positivité des
solution en base, c'est elles qu'il faut rendre positives et non le
gradient.)

@ Sinon, on fait entrer la variable x. telle que les deux variables x. et A\
sont hors base.
(On maintient toujours au plus une paire (x, \) dans la base et hors de
la base)
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3. Choix de la variable qui sort de la base
On considére la variable A\ qui vaut :

e Si le tableau est standard, A\ est la variable qui correspond a la
variable x. qui est entrée dans la base (i.e. \s = \¢).

e Sinon, A est la variable du seul couple (x;, \;) qui est dans la base.

On choisit la variable sortante parmi les x et A\s (ensemble C).
(On prend celle qui la premiére s’annule quand on augmente la valeur de la
variables entrante)

On prend celle qui est associée a :

min {E:W;#Oetii.>0}

ieC w;j Wi

e v; : valeur de la variable de base associée a la i°™ ligne du tableau
o w; : I'élément de la i°™¢ ligne de la colonne e de la variable entrante x,

e C : I'ensemble des variables candidates pour la sortie.

Amélie Lambert (Cnam) PMA - Optimisation Quadratique MPRO 27 /67



4. Critére d'arrét

@ Le probléeme a toujours une solution : lorsque toutes les composantes
du vecteur x sont nulles.

@ Si le probléme n’a pas de solution optimale finie, on le constate
lorsque la valeur de la variable entrante x. peut tendre vers 'infini.
On peut montrer que ce n’est possible que sur un tableau standard.

@ Si le probléme admet une solution finie I'algorithme s’arréte quand :

@ La solution courante n'a que des composantes non négatives,
@ La solution courante satisfait les conditions KKT

On peut montrer que ce n’est possible que sur un tableau standard.
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5. convergence de I'algorithme

@ On peut montrer que le nombre de tableaux successifs (standards ou
non) est inférieur ou égal a n — m.

@ On peut montrer que la valeur de la fonction objectif dans un tableau
standard diminue a chaque itération, et n'augmente pas pour un
tableau non standard

= On en déduit que l'algorithme converge en un nombre fini d’itération,
si la solution est finie.
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Exemple suivi

min  f(x) = —6xi + 27 — 2x1x0 + 2x3
(QP) st oxg +x0 <2
x>0 i={1,2}
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Exemple suivi

min  f(x) = —6xi + 27 — 2x1x0 + 2x3
(QP) st xg o <2
xi >0 i={1,2}

. . 2 -1 . "
La matrice Hessienne est 1 9 > ~ 0 définie positive (valeurs

propres : 1 et 1)
— la fonction objectif est convexe.

La contrainte est linéaire : = (QP) est un probléme convexe.
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Exemple suivi

min  f(x) = —6xi + 27 — 2x1x0 + 2x3
(QP) st oxg +x0 <2
xj > 0 = {1a2}
»
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Exemple suivi
min  f(x) = —6x1 +2x¢ — 2x1x2 + 253
(QP) st xg+x0 <2 — A3
—Xj S 0

| = {1,2} — )\1,/\2
Introduction du Lagrangien

L(X, )\) = —6x3 + 2X12 — 2x1x0 + 2X22 + /\3(X1 + Xo — 2) — A1x1 — Aoxo
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Exemple suivi

min  f(x) = —6x1 +2x¢ — 2x1x2 + 253
(QP){ st xq + 0 <2 — A3
—x; <0 I':{].,Q}F)\l,/\g

Introduction du Lagrangien
L(X, )\) = —6X1 + 2X12 — 2X1X2 + 2X22 + )\3(X1 + Xo — 2) — )\1X1 — )\2X2
Conditions KKT d'optimalité :

6 —4xy +2x — X3+ =0
(1) 2x1 —4dxo — A3+ X =0
X1+ Xo +x3 =2
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1. Initialisation (Exemple)

674X1+2X27/\3+>\1:O
2X174X27/\3+/\220
x1+x0+x3=2

/\,'X,‘ZO I:1,273
x; >0 i=1,2,3
A >0 i=1,2.3
Tableau associé a la base initiale : (\1,\2,x3) .
var. de variable hors base || variable en base valeur
base X1 X2 /\3 )\1 )\2 X3
A\ -4 2 -1 1 0 0 -6
Ao 2 -4 -1 0 1 0 0
X3 1 1 0 0 0 1 2
Solution : \{ = =6, A\» =0, x3 =2, x{ = x = A3 = 0 de valeur

f(x) =—6x + 2x12 — 2x1x0 + 2x22 =0.
Cette solution est standard : elle satisfait les contraintes d'égalité du
systéme KKT, mais pas les contraintes de positivité : Ay = —6.
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lllustration graphique
»
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2.3. Variables entrante et sortante de la base (Exemple suite)

Variable entrant dans la base : tableau standard
e On choisit la variable qui entre dans la base parmi les x; et x;,.
e On choisit celle pour laquelle la variable correspondante \; a la plus
petite valeur (négative), ici A\; = —6, on fait donc entrer x;.

Variable sortant de la base
e La variable \; correspond ici a celle entrée dans la base, i.e. A\s = Ay

e L'ensemble des variables candidates est C = {x3, \1 }.
[ ]
min ﬁ:w,-;«éOetﬁ>0
ieC w;j w;
v; : valeur de la variable de base associée a la i°™€ ligne du tableau
w; : I'élément de la i®™€ ligne de la colonne e de la variable entrante x.

= on choisit \;

Amélie Lambert (Cnam) PMA - Optimisation Quadratique MPRO 33 /67



Mise a jour du tableau du simplexe

On effectue le pivotage comme dans |'algorithme du simplexe.

Construction du tableau associé a la base : x;, \y et x3 .

var. de

base X1 X2 /\3 )\1 )\2 X3 valeur
A1 -4 2 -1 1 0 0 -6
Ao 2 -4 -1 0 1 0 0
X3 1 1 0 0 0 1 2
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Mise a jour du tableau du simplexe

On effectue le pivotage comme dans |'algorithme du simplexe.

Entrée de xg, sortie de A1 : on divise la premiére ligne par —4.

var. de

base X1 X2 /\3 )\1 )\2 X3 valeur
A1 -4 2 -1 1 0 0 -6
Ao 2 -4 -1 0 1 0 0
X3 1 1 0 0 0 1 2

Amélie Lambert (Cnam) - Optimisation Quadratique MPRO 34 /67



Mise a jour du tableau du simplexe

On effectue le pivotage comme dans |'algorithme du simplexe.

Entrée de xg, sortie de A1 : on divise la premiére ligne par —4.

var. de

base X1 X2 /\3 )\1 )\2 X3 valeur
X1 1 -0.5 0.25 -0.25 | 0 0 1.5
Ao 2 -4 -1 0 1 0 0
X3 1 1 0 0 0 1 2
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Mise a jour du tableau du simplexe

On effectue le pivotage comme dans |'algorithme du simplexe.

Entrée de xq, sortie de \; : Vi € B\s : af.j = aj — aiej—i
var. de valeur
base X1 X2 /\3 )\1 )\2 X3
X1 1 -0.5 0.25 -0.25 | 0 0 1.5
Ao 2 -4 -1 0 1 0 0
X3 1 1 0 0 0 1 2
Exemples :
a'21 2321—321%:2—2%:0
8/22 = azy — 321% = —4—2_T4 = -3
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Mise a jour du tableau du simplexe

On effectue le pivotage comme dans |'algorithme du simplexe.

Entrée de xq, sortie de \; : Vi € B\s : af.j = aj — aiej—i
var. de valeur
base X1 X2 /\3 )\1 )\2 X3
X1 1 -0.5 0.25 -0.25 | 0 0 1.5
Ao 0 -3 -1.5 0.5 1 0 -3
X3 1 1 0 0 0 1 2
Exemples :
a'21 2321—321%:2—2%:0
8/22 = daogo — 321% = —4—2_T4 =-3
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Mise a jour du tableau du simplexe

On effectue le pivotage comme dans |'algorithme du simplexe.

Entrée de xq, sortie de \; : Vi € B\s : af.j = aj — aiej—i
var. de valeur
base X1 X2 /\3 )\1 )\2 X3
X1 1 -0.5 0.25 -0.25 | 0 0 1.5
Ao 0 -3 -1.5 0.5 1 0 -3
X3 0 1.5 -0.25 || 025 |0 1 0.5
Exemples :
a'21 2321—321%:2—2%:0
8/22 = azy — 321% = —4—2_T4 = -3
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Mise a jour du tableau du simplexe

On effectue le pivotage comme dans |'algorithme du simplexe.

L . ) . ) /I dasj
Entrée de xq, sortie de \; : Vi € B\s : a; = ajj — a,-ea—i

var. de

base X1 X2 /\3 )\1 /\2 X3 valeur
X1 1 -0.5 0.25 -0.25 | 0 0 1.5
A2 0 -3 -1.5 0.5 1 0 -3
X3 0 15 -0.25 || 0.25 0 1 0.5

Solution : x; = 1.5, Ao = =3, x3 = 0.5, \; = xo = A3 = 0 de valeur
f(x) = —6x1 + 2x2 — 2x1x2 + 2x3 = —4.5.

Cette solution est standard : elle satisfait les contraintes d'égalité du

systéme KKT, mais pas les contraintes de positivités (A» = —3).
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lllustration graphique
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2.3. Variables entrante et sortante de la base (Exemple suite)
Variable entrant dans la base : tableau standard
e On choisit la variable qui entre dans la base parmi les x; et x;,.

e On choisit celle pour laquelle la variable correspondante \; a la plus
petite valeur (négative), ici A\, = —3, on fait donc entrer x,.

Variable sortant de la base
e La variable \s correspond ici a celle entrée dans la base, i.e. A\s = )\,
e L'ensemble des variables candidates est C = {x1, x3, A2 }.
[ ]
min ﬁ:w,-;«éOetﬁ>0
ieC w;j w;
v; : valeur de la variable de base associée a la i°™ ligne du tableau
w; : I'élément de la i®™€ ligne de la colonne e de la variable entrante x.

min{li,j,oj}:min{—& 1 ,033}20.33
—-05 -3 15 ~— N~ ~~
—— N~ X1 A2 X3 X3

X1 A2 X3
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Mise a jour du tableau du simplexe

On effectue le pivotage comme dans |'algorithme du simplexe.

Construction du tableau associé a la base : xq, x», et As.

var. de

base X1 X2 /\3 )\1 )\2 X3 valeur
X1 1 -0.5 0.25 -0.25 | 0 0 1.5
A2 0 -3 -1.5 0.5 1 0 -3
X3 0 15 -0.25 || 0.25 0 1 0.5
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Mise a jour du tableau du simplexe

On effectue le pivotage comme dans |'algorithme du simplexe.

Entrée de xo, sortie de x3.

var. de
base X1 X2 /\3 )\1 /\2 X3 valeur
e S T [ K
Ao 0 0 -2 1 1 2 -2
e Lo 1 |3 fr Jo |3 :
Solution : x; = % A= -2, x = % A = x3 = A3 =0, de valeur
f(x) = —6x1 + 2x¢ — 2x10 + 2x5 = — 2.
Cette solution est non standard : elle ne satisfait ni les contraintes
d’égalité du systéme KKT (Moxp = —%) ni les contraintes de positivités
(A2 = =2).
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lllustration graphique
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2.3. Variables entrante et sortante de la base (Exemple suite)

Variable entrant dans la base : tableau non standard

e On choisit la variable )\; dont la paire associée est hors base
(ici la paire hors base est (x3, \3) = )3).

Variable sortant de la base

e La variable A du couple en base, ici (x2, \2) = Ao.
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Mise a jour du tableau du simplexe

On effectue le pivotage comme dans |'algorithme du simplexe.

Construction du tableau associé a la base : x1, x> et A3 .

var. de
base X1 X2 /\3 )\1 )\2 X3 valeur
N LR N R R ;
A2 0 0 -2 1 1 2 -2
S I N F N B I :
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Mise a jour du tableau du simplexe

On effectue le pivotage comme dans |'algorithme du simplexe.

Entrée de )3, sortie de \».

var. de valeur
base X1 X2 /\3 )\1 /\2 X3
T 1 1 3
X1 1 0 0 - P 12 > 2
A3 0 0 1 -3 -5 |11 1
1 1 1 1
X2 O 1 0 12 12 5 5

La solution est x; = % =1 x= % Al =x3 = A3 = 0, de valeur
f(x) = —6x1 + 2x12 —2x1x0 + 2X22 = —5.5.

Cette solution satisfait toutes les contraintes KKT, est est optimale.

Amélie Lambert (Cnam) PMA - Optimisation Quadratique MPRO 40 / 67



lllustration graphique

Amélie Lambert (Cnam) PMA - Optimisation Quadratique



© L'optimisation quadratique non convexe
@ Reformulations linéaires de produits de variables binaires
@ Reformulation linéaire de produits mixtes
@ Reformulation linéaire de produits de variables entiéres
o Relaxation linéaire de produits de variables continues
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L'optimisation quadratique non convexe
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Résolution exacte des programmes quadratiques

min fo(x) = (Qo, xx ") + ¢f x

s.t. f(x) = <Q,.XXT> + chx < e, (reRr)
0</ <xi <u (ieI)
xieN(ied), xieR(ieI\J)

(P)

e 7 ={1,....,N}etJ={1,....n}: N variables dont n entiéres.

e R ={1,...,m} : m contraintes quadratiques
Remarque : si Q, = 0, Vr, elles sont linéaires.

Double difficulté pour la résolution exacte :

e l'intégrité d'une partie des variables,

e |'éventuelle non-convexité des fonctions.
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Algorithme générique : spatial branch-and-bound
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Résolution exacte : cas quadratique en variables mixtes

Algorithmes de Branch-and-bound spatiaux.

— recherche arborescente : deux opérations Séparation et Evaluation

N
Séparation
Con

tinue
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Résolution exacte : cas quadratique en variables mixtes
Algorithmes de Branch-and-bound spatiaux.

— recherche arborescente : deux opérations Séparation et Evaluation

Résoudre une relaxation “facile” pour déterminer une borne inférieure

Relaxation Qualité Temps d’évaluation
linéaire souvent faible rapide
semidéfinie trés serrée lente
quadratique convexe | peut étre serrée rapide
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Résolution exacte : cas quadratique en variables mixtes

Algorithmes de Branch-and-bound spatiaux.

— recherche arborescente : deux opérations Séparation et Evaluation

Résoudre une relaxation “facile” pour déterminer une borne inférieure

Relaxation Qualité Temps d’évaluation
linéaire souvent faible rapide
semidéfinie trés serrée lente
quadratique convexe | peut étre serrée rapide

Relaxations linéaires : les plus étudiées et les plus rapides a calculer.

Etat de I'art : une centaine de variables dans le cas binaires, des problémes

plus petits pour les cas continus ou entiers généraux.

Limites : les bornes sont en général faibles = difficile de fermer le gap.
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Résolution exacte : cas quadratique en variables mixtes

Algorithmes de Branch-and-bound spatiaux.

— recherche arborescente : deux opérations Séparation et Evaluation

Résoudre une relaxation “facile” pour déterminer une borne inférieure

Relaxation Qualité Temps d’évaluation
linéaire souvent faible rapide
semidéfinie trés serrée lente
quadratique convexe | peut étre serrée rapide

Relaxations semidéfinie : fournit les bornes les plus serrées, lent a évaluer :

Etat de I'art : quelques centaines de variables et de contraintes.

Limites : résoudre un SDP a chaque noeud est trop coiiteux en temps.
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Résolution exacte : cas quadratique en variables mixtes

Algorithmes de Branch-and-bound spatiaux.

— recherche arborescente : deux opérations Séparation et Evaluation

Résoudre une relaxation “facile” pour déterminer une borne inférieure

Relaxation Qualité Temps d’évaluation
linéaire souvent faible rapide
semidéfinie trés serrée lente
quadratique convexe | peut étre serrée rapide

Relaxations quadratiques convexes : quasiment aussi rapides & évaluer que
les relaxations linéaires

Avantages elles peuvent étre paramétrées pour renforcer la borne

But Déterminer une relaxation quadratique aussi serrée qu’une borne SDP.

‘ — Bénéficier de la force des bornes SDP au sein d'un B&B devient efficace
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Reformulations linéaires de produits de
variables binaires
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Linéarisation de Fortet

On considére le probléme quadratique binaire :

min fy(x) = (Qo, xx") + ¢q x
(Poa)q sit. £i(x) = (Qxx") +¢/x—e <0 (reR)
xe€{0,1} (ie)

La non convexité des fonctions vient des produits de variables x;x;
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Linéarisation de Fortet
On considére le probléme quadratique binaire :
min fo(x) = (Qo, xx") + ¢f x

(Poa){ st fi(x) = (@rxx") +¢/x—e <0 (reR)
x; € {0,1} (ied)

La non convexité des fonctions vient des produits de variables x;x;
Idée :

@ Remplacer chaque produit x;x; par une nouvelle variable y;;

@ Ajouter la contrainte y;; — x;x;, pour forcer |'équivalence avec le
probléme de départ.
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Linéarisation de Fortet

On considére le probléme quadratique binaire :

min fy(x) = (Qo, xx") + ¢q x
(Poa)q sit. £i(x) = (Qxx") +¢/x—e <0 (reR)
xe€{0,1} (ie)

La non convexité des fonctions vient des produits de variables x;x;

min fy(x) = (Qo, V) + ¢f x

st. ,(x)=(Q,,Y)+c/x—e <0 (reRr)
T

(Pos)

Y = xx

x; € {0,1} (ied)
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Linéarisation de Fortet

On considére le probléme quadratique binaire :

min fy(x) = (Qo, xx") + ¢q x
(Poa)q st f(x) = (Qrxx") +¢x—e <0  (reRr)
x€{0,1}  (ieJ)

La non convexité des fonctions vient des produits de variables x;x;

min f(x) = (Qo, V) + ¢ x

st. ,(x)=(Q,,Y)+c/x—e <0 (reRr)
T

(Pos)

Y = xx

x; € {0,1} (ired)

@ (Po1) et (P§) sont équivalents
@ La fonction objectif et les contraintes sont linéaires — convexes,
e Mais la nouvelle contrainte ¥ — xx' est non convexe
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Réécriture convexe de yjj = x;x;

Théoréeme (Fortet 59) :

yij = xixj et (xi, %) € {0,1}* &

Yii < Xi
Yij < Xj
yizXxi+x—1
yij > 0
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Réécriture convexe de yjj = x;x;

Théoréme (Fortet 59) :
Yii < X
Yii < X

- = x:x; et (x;,x) € {0,1}° &

yl_j X’X_] e (X/,XJ) { ) } yUZXI+X171
yij =0

Preuve :

osixp=0et/oux;=0,onay;<x;=0ety; >0<& y; =0.

u]
@
I
ul
i
<
£
¢
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Réécriture convexe de yjj = x;x;

Théoréeme (Fortet 59) :
Yij < Xi
Yij <X

i = xixj et (x;,x) €{0,1}? &

i = xixj et (x;,x;) € {0, 1} yi > xi+x— 1
yij =0

Preuve :
osixp=0et/oux;=0,onay;<x;=0ety; >0<& y; =0.

esixi=xi=lL,onay;<xi=lety;>2x+x,—1=1%&y;=1
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Réécriture convexe de yjj = x;x;

Théoréeme (Fortet 59) :

Yij = XiXj et (X,',Xj) € {0, 1}2 =

Vi < X
Yij < Xj
yii = xi +x;—1
yij =0

(Po1) <= (Fo1)

min f(x) = (Qo, V) + ¢f x
st. f,(x)=(Q,Y)+c'x—e<0 (reR)
vi<xi  ((i,j)e T?)
vi<x  ((i,) € T?)
vizxi+x-1  ((i,j)€J?
yi=0  ((i,j)e T?
x; € {0,1} (ied)

On peut résoudre (Fg 1) avec un b&b basé sur la relaxation continue

Amélie Lambert (Cnam)

PMA - Optimisation Quadratique
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Linéarisation de Fortet : exemple cas binaire

valeur opt : O

{eomin sol opt : (0,0), (0,1), (1,0)

f(x,y)=xy

=0 Bestinteger solutions
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Linéarisation de Fortet : exemple cas binaire
_ valeur opt : O
{ oo min, 1y sol opt : (0,0), (0,1), (1,0)
On introduit
e z qui modélise le produit xy

e un ensemble d'inégalités de linéarisation.

z>2x+y—-1
zZ=Xxy z20

<
{(x,y)e{m} 7

z<Xx

(x,y) €{0,1}
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Linéarisation de Fortet : exemple cas binaire

i ol
min - xy o { (oy)e{ol
{(X’)’)E{O’l} st.z>x+y—-1,z>0,z<y,z<x

’ = reformulation linéaire équivalente sur chaque point binaire.

f(x,y)=xy

- f* — (0 Bestinteger solutions
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Linéarisation de Fortet : exemple cas binaire

i ol
min - xy o { (oy)e{ol
{(X’)’)E{O’l} st.z>x+y—-1,z>0,z<y,z<x

’ = reformulation linéaire équivalente sur chaque point binaire.

f(x,y)=xy
z=x+y—1

f* — (0 Bestinteger solutions
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Linéarisation de Fortet : exemple cas binaire

. min  z
min  xy o ! (xy)e{o1}

{(X’)’)e{o’l} st.z>x+y—-1,z>0,z<y,z<x

’ = reformulation linéaire équivalente sur chaque point binaire.

f(x.y)=xy
z=x+y—1
z=0
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Linéarisation de Fortet : exemple cas binaire

i ol
min - xy o { (oy)e{ol
{(X’)’)e{o’l} st.z>x+y—-1,z>0,z<y,z<x

’ = reformulation linéaire équivalente sur chaque point binaire.

f(x,y)=xy
oo z=x+y—1
06 z=0
z=y

f* — (0 Bestinteger solutions
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Linéarisation de Fortet : exemple cas binaire

i ol
min - xy o { (oy)e{ol
{(X’)’)e{o’l} st.z>x+y—-1,z>0,z<y,z<x

’ = reformulation linéaire équivalente sur chaque point binaire.

f(x,y)=xy
o8 z=x+y—1
z=0
z=y
z=Xx

f*=0 Best integer solutions
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Linéarisation de Fortet

e Ajout de n? variables additionnelles y, et 4n? contraintes.

e Fournit une reformulation exacte sur chaque point entier

= Un solveur standard peut le résoudre directement avec un
branch-and-bound basé sur la relaxation continue.

e Le nombre de contraintes et de variables additionnelles est le méme
avec ou sans contraintes quadratiques.

— |l suffit de linéariser les contraintes avec les variables v.
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Linéarisation de Glover
On considére toujours le probléme quadratique binaire :

min fo(x) = (Qo,xx”) + ¢4 x
(Po){ st. fi(x) = (@ xx") +¢c/x—e <0 (reRr)
X,'E{O,].} (I.Ej)

La non convexité vient des produits de variables x;x;
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Linéarisation de Glover
On considére toujours le probléme quadratique binaire :

min fy(x) = (Qo,xx ) + ¢4 x
(Poa)] st fi(x) = (Q.xx") +¢/x e <0 (reR)
X,'G{O,].} (I.Gj)
La non convexité vient des produits de variables x;x;
Idée :
@ Linéariser un sous-ensemble des expressions non-linéaires.

n n n n
© Remarquons que ZZqUx,-xj = Zx;Zq,-jxj
=1 j=1

i=1j=1

n
© On pose 7z, = x; E qijX;j
j=1
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Linéarisation de Glover
On considére toujours le probléme quadratique binaire :
min fo(x) = (Qo,xx”) + ¢4 x
(Po1)q st fi(x) = (@, xx") +¢/x e <0
x; € {0,1} (iedJ)

(remr)

n
min E zi + c(;rx
i=1

s.t.

(Po,1) i
n

Zin4j = Xizqrijxj (r ERU {0}1 € ;7)
Jj=1

n
Zimii+ ¢ x—e <0 (remr)
—1

x; € {0,1} (ied)

MPRO 54 /67

PMA - Optimisation Quadratique

Amélie Lambert (Cnam)



Linéarisation de Glover
On considére toujours le probléme quadratique binaire :

min fo(x) = (Qo,xx") + ¢ x
(Poa){ st. £i(x) = (Qrxx") +¢x e <0 (reR)
X,'G{O,]_} (I.Gj)

n
min Zz,- + cd x

i=1

n
, s.t. er,,‘,--l-c,Tx—e,gO (reRr)
(Po,1) i=1

n
Zinti = X;anij (r eRU {O}I S \7)
j=1

x; € {0,1} (ied)

© (Po1) et (P ) sont équivalents

@ La fonction objectif et les contraintes sont linéaires — convexes,
n

e Mais la nouvelle contrainte 7., ; = x; g q,jx; est non convexe
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Quelles bornes pour les fonctions considérées ?

Soient L,,.; et U,,.; tels que pour tout r et i fixés :

n
LrnJri S qul_/xj § Um+i
j=1

On peut par exemple prendre :

Lynyi = min {Zq,,-jxj : x €0, 1}”}

Jj=1

n
Upnyi = max {qu,-jxj : x €40, 1}"}

Jj=1
Amélie Lambert (Cnam) PMA - Optimisation Quadratique
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n

Réécriture convexe de z; — x; E qijX;

J=1
Théoréme (Glover 75) :
n zi < Uix;
zi=xY gy ’
j=1 zi < ZQUXj — Li(1 —x;)
Xj € {On 1} N Jj=1
zi > Lix;
Li <Y aix < U n
J=1 zi > Z%‘Xj = Ui(1 = x;)
j=1

Amélie Lambert (Cnam) PMA - Optimisation Quadratique



n

Réécriture convexe de z; — x; E qii X

J=1
Théoréme (Glover 75) :
n 7z < Uix;
zi=xY gy ’
j=1 7z <) g — Li(l—x)
Xj € {On 1} N Jj=1
zi > Lix;
Li <Y aix < U n
=1 7> gix; — Ui(1 = x)
j=1
Preuve :

esixi=0,onaz;<Uxi=0etzi>Lixi=0<+= z =0.
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n

Réécriture convexe de z; — x; E qii X

J=1
Théoréme (Glover 75) :
n zi < Uix;
Zi=xY _q;x .
j=1 Zj S ZqUXf — L,(l — X,')
X € {% 1} N j=1
z; > Lix;
Li <> apg < U n
=1 zi > Y qyx — Ui(1—x)
j=1
Preuve :

esixi=0,onaz;<Uxi=0etzi>Lixi=0<+= z =0.

n n n
@sixi=1,o0ona iixi < zp < iiXi <= zj = X
ijXj ij%j ij%j

j=1 j=1 j=1
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Linéarisation de Glover

On obtient alors le probléme linéaire (Gp 1) suivant :
( n
min E zi + coTx
i=1

n
s.t. Zz,,,+,' + C,Tx —e <0 (reRr)
i=1
Zinyi < Urn+iXi (r e RU {0}, | € ‘_7)

Zrpyj < quijxj - [—rn+i(1 - Xi) (r cRU {0}~ I e \_7)
=1
Znti 2 Lrn+;X/ (r ceRU {0} I € j)

Zrn+i > quUXJ - Urn+i(1 - Xi) (r cRU {O}~ I € j)

j=1

. X,'G{O,l} (iEj)
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Linéarisation de Glover

On obtient alors le probléme linéaire (Gp 1) suivant :
n

min E zi + COTX
i=1

n
s.t. Zz,,,+,- + c,Tx —e <0 (reRr)

i=1

Zrnti < Upnyixi (re Ru{0},ieJ)
(Po.1) - .
ZrnuSqumemu(lfx,-) (re Ru{0},ie )

j=1

Znti 2 Lm+,'X,' (rERU{O},iGJ)

Zrn+izzqrijxj_um+i(1_xi) (I’eRU{O},iEj)
Jj=1

. X,'G{O,l} (iEj)

On peut résoudre (Gp 1) avec un b&b basé sur la relaxation continue
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Linéarisation de Glover : exemple cas binaire

min  xixo + xox1 4+ 2x1x3 + 2x3x1 — 3x0x3 — 3X3X2
x€{0,1}3
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Linéarisation de Glover : exemple cas binaire

min  xixo + xox1 4+ 2x1x3 + 2x3x1 — 3x0x3 — 3X3X2
x€{0,1}3

Xx1Xo + Xox1 + 2x1X3 + 2x3x1 — 3Xx0x3 — 3X3X0
=X1 (X2 + 2X3) + X2(X1 — 3X3) + X3(2X1 — 3X2)

Amélie Lambert (Cnam) PMA - Optimisation Quadratique MPRO
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Linéarisation de Glover : exemple cas binaire

min  xixo + xox1 4+ 2x1x3 + 2x3x1 — 3x0x3 — 3X3X2
x€{0,1}3

Xx1Xo + Xox1 + 2x1X3 + 2x3x1 — 3Xx0x3 — 3X3X0
:X1(X2 + 2X3) +X2(X1 — 3X3) +X3(2X1 — 3X2)

/ /
~~ ~~ ~~

Z1 z2 Z3
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Linéarisation de Glover : exemple cas binaire

min  xixo + xox1 4+ 2x1x3 + 2x3x1 — 3x0x3 — 3X3X2
x€{0,1}3

X1X0 + Xox1 + 2x1X3 + 2x3x1 — 3X0x3 — 3X3X0
=x1(32 +2x3) +x2(x1 —3x3) +x3(2x1 —3x) = 71 + 2 + 73

/ /
-~ -~ -~

Z1 z2 Z3
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Linéarisation de Glover : exemple cas binaire

min  xixo + xox1 4+ 2x1x3 + 2x3x1 — 3x0x3 — 3X3X2
x€{0,1}3

X1X0 + Xox1 + 2x1X3 + 2x3x1 — 3X0x3 — 3X3X0
=x1(32 +2x3) +x2(x1 —3x3) +x3(2x1 —3x) = 71 + 2 + 73

/ /
-~ -~ -~

71 Z2 Z3

ona:l1=0<x+2x3<3=U;, [h=-3<x3—-3x3<1= U5,
L3:—3§2X1—3X2§2=U3
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Linéarisation de Glover : exemple cas binaire

min  xixo + xox1 4+ 2x1x3 + 2x3x1 — 3x0x3 — 3X3X2
x€{0,1}3

X1X0 + Xox1 + 2x1X3 + 2x3x1 — 3X0x3 — 3X3X0
=x1(32 +2x3) +x2(x1 —3x3) +x3(2x1 —3x) = 71 + 2 + 73

TV TV TV
71 Z2 Z3

ona:l1=0<x+2x3<3=U;, [h=-3<x3—-3x3<1= U5,
L3:—3§2X1—3X2§2:U3

min 21+2+ 23
x€{0,113,z€R3

s.t.
0 <7z <3xy, X2+2X3—3(1—X1)§21 < x» + 2x3
—3X2 <2z SXQ, X1—3X3—(1—X2)§22 §X1—3X3—3(1—X2)
—3X3 < 73 < 2X3, 2X1 — 3X2 — 2(1 — X3) <2z < 2X1 — 3X2 — 3(1 — X3)
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Linéarisation de Glover

e Ajout de (r + 1)n variables additionnelles z, et 4(r + 1)n contraintes.

e Fournit une reformulation exacte sur chaque point entier

— Un solveur standard peut le résoudre directement avec un
branch-and-bound basé sur la relaxation continue.

e La taille de la reformulation augmente avec le nombre de contraintes
quadratiques.

— Neécessité d’ajouter n variables et 4n contraintes supplémentaires
pour chaque contrainte quadratique.
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Reformulation linéaire de produits mixtes
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Linéarisation d'un produit continu/binaire
On considére le probléme quadratique en variables binaires et continues :
min Y5 s
i€eZjeJ
(PO,l,R) s.t.

x€{0,1} jeJ
0<y <u el

La non convexité des fonctions vient des produits de variables y;x;
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Linéarisation d'un produit continu/binaire

On considére le probléme quadratique en variables binaires et continues :

i€eZjeJ
(Po,l,R) s.t.

x€{0,1} jeJ
0<yi <y el

La non convexité des fonctions vient des produits de variables y;x;

Linéarisation d'un produit continu/binaire
© Remplacer chaque produit y;x; par une nouvelle variable z;

@ Ajouter la contrainte z; — y;x;, pour forcer |'équivalence avec le
probléme de départ.

Amélie Lambert (Cnam) PMA - Optimisation Quadratique MPRO 61 /67



Réécriture convexe de zjj = y;x;

Théoréme
i <y
{0,1} 7= U
zZi = yix; et x; € =
§ =Y e ’ zj > yi + ui(x — 1)
z; >0
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Réécriture convexe de zjj = y;x;

Théoréme
i <y
{0,1} 7= U
zZi = yix; et x; € =
§ =Y e ’ zj > yi + ui(x — 1)
z; >0

Preuve :

@sixi=0et/oux;i=0,onay;j<x;=0ety; >0« y;=0.
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Réécriture convexe de zjj = y;x;

Théoréme
zij <y
{0 1} Z,'J' S U,'Xj
Zii = yixj et x; € 10, =
Y YiXj / zjj 2y;+u,-(xj-—1)
zj >0

Preuve :
@sixi=0et/oux;i=0,onay;j<x;=0ety; >0« y;=0.

esixi=xi=l,onay;j<xi=lety;>xi+x—1=1&y;=1
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Reformulation linéaire de produits de
variables entiéres
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Linéarisation de y; = xx;
Llog(uj)]
@ Décomposition binaire de x; = Z 2ktjk
k=0

avec ty € {0,1}, j € J,k=0,..., [log(u;)]).
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Linéarisation de y;; = x;x;
Llog(uj)]
@ Décomposition binaire de x; = Z 2ktjk
k=0

avec ty € {0,1}, j € J,k=0,..., [log(u;)]).

| fog (uj)] [fog(uj)]
® Vi = XiXj = X,'( Z 2ktjk) = Z 2kX;tjk
k=0 k=0
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Linéarisation de y;; = x;x;
log(uj)]
@ Décomposition binaire de x; = Z 2kt

avec ty € {0,1}, (j € T,k =0,. UOg(UJ)J)

Llog(uj)] [fog(uj)]
°ylj—XlX_/—Xl Z 2th Z 2XIJk
k=0

@ Ajout de variables z;;, modélisant les produits x;tj..

Zijk < tiku;

Zijk < X;

Zjk > x;i — ui(1 — tix)
Z/'jk Z 0

Xitik = Zjjk ==
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Linéarisation de y;; = x;x;
log(uj)]
@ Décomposition binaire de x; = Z 2ktjk
k=0

avec ty € {0,1}, j € J,k=0,..., [log(u;)]).

Llog(uj)] [log(uj)]
k k
] y,'j:X,'Xj:X,'( Z 2 tjk): Z 2 Xitik
k=0 k=0
@ Ajout de variables z;;, modélisant les produits x;tj..
Zijk < tiku;
Nty =z == 4 =%
A Zjk > x;i — ui(1 — tix)
Z/'jk Z O
Llog (uj)]
@ On obtient y;; — Z 2kz,jk (Deux décompositions possibles)
k=0
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Relaxation linéaire de produits de variables
continues
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Les enveloppes de McCormick (1976)

o Considérons I'égalité non convexe y; — x;x; avec /; < x; < u; et
b <x <y

@ On aici 4 inégalités valides :

» xi —L£; >0,
» up—x >0,
> Xj*(ijzo,
> Uj*XjZO.

o En utilisant la méthode RLT qui consiste & :

» multiplier les contraintes entre elles
» linéariser les inégalités obtenues

Nous obtenons les inégalités de McCormick.
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Les enveloppes de McCormick (1976)

o Considérons I'égalité non convexe y;; — x;x; avec /; < x; < u; et
=X < yj

@ On obtient |'enveloppe convexe des produits de deux variables :

Vi < ujx;i + féi,'Xj — UJ'(L','

Yij = XiXj < uxi lix — uil
‘ / Vi < uixj + £;x uit
Gexicuy 1 (e YISl
;< x < uj Yij 2 UpXj + uXj — ujuj
> (JX, -+ (,XJ — é,‘,'/'ﬁj

@ Remarque : on reconnait les inégalités de Fortet lorsque u; = u; = 1 et
ti=1;=0.
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