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Programmes sans effet de bord (purs)

@ pas d'effet de bord = pas d’effet sur les variables

@ exemple :

int max (int x, int y) {
if (x < y) return y;
else return x;

L
@ programme = fonction = objet mathématique bien compris

NxN — N

max : y six<y
Coy) = {x sinon



Programmes purs récursifs

@ récursif = on peut appeler le programme lui-méme

@ permet de faire des “boucles” sans effet de bord

'int somme (int x) { /while(x>0){
if (0 < x) return x + somme(x-1); version res = res + X;
else return 0; impérative : x=x -1;
3 J 3
N — N
somme : x + somme(x —1) si 0 <x
X .
0 sinon

@ objet mathématique bien compris : suite récurrente



Programmes sans effet de bord (spécif. somme)

@ spécification d'un programme pur = propriété d'une fonction

@ = relation entre parameétres et résultat

Vx1..Vx,, Precond(xy,...,x,) —  Correct(xy, ..., Xn, Prog(Xi, ..., Xn))

@ exemple (int somme (int x)) :

X

VX, x>0 — somme(x) = > o



Récurrence

Récurrence

P(0) A
VP’(VnGN,P(n)—)P(n+1) ) = Vi & W, P
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Récurrence

Récurrence
cas de base

RO
VP’(VnGN,P(n)—)P(n+1) ) = Vn €N, P(n)
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Récurrence

Récurrence

Cas de recurrence
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Récurrence

Récurrence

P(0) A
P, ( ‘P(n) e ) Vn €N, P(n)

y compris 01 = 0
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Récurrence

Récurrence (Variante 1)

Vn < k,P(n) A

vbvk, ( Vn > k, P(n) = P(n+1)

> — Vn e N, P(n)
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Récurrence

Récurrence (Variante 1)
cas de base

A

vPvk, < Vn > k, P(n) = P(n+1)

) —VneN,P(n)
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Récurrence

Récurrence (Variante 1)

va,(v”Sk’P” A >—>VnEN,P(n)

Cas de récurrence
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Récurrence

Récurrence (Variante 1)

Vn < k,P(n) A
Vi =k, P(n) = P(n+1)

y compris n = K

VPYk, ( ) — Vn €N, P(n)
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Récurrence

Récurrence (Variante 2)

P(0) A P(1) A
VP’(VnGN,P(n)—)P(n+2) ) = VI & W, PA()
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Récurrence

Récurrence (Variante 2)

Yn < 2,P(n) A
VP’(VnGN,P(n)—)P(n+2) ) = VI & W, PA()
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Récurrence

Récurrence (Variante 2)

Vn < k, P(n) A

vbvk, ( Vn € N, P(n) — P(n+ k)

) — Vn e N, P(n)
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Récurrence

Récurrence (Variante 3 (forte))

VP, (Vm €N, ((Vk <m, P(k)) — P(m)>) —VneN,P(n)
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Récurrence

Récurrence (Variante 3 (forte))

vP, <‘v’m eN, (-) — P(m))> —Vn €N, P(n)
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Récurrence

Récurrence (Variante 3 (forte))

VP, (‘v’m N, -)) . VneN, P(n)
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Récurrence

Récurrence (Variante 3 (forte))
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Récurrence

Récurrence (Variante 3 (forte))

VP, (vm €N, ((Vk <m, P(k)) — P(m)>> —VneN,P(n)

@ exactement équivalent aux autres variantes

@ souvent plus pratique



n
Démonstration par récurrence de Vn € N, somme(n) = 3 i
i=0

Récurrence (Variante 3 (forte))

vP, (Vm €N, ((Vk <m, P(k)) = P(m))) — Vn €N, P(n)

Fonction somme

somme : :
0 sinon

{x+somme(x—1) si0<x
X =
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Démonstration par récurrence de{VﬁfEﬁN\fsomme(”) = >
s L =0

Récurrence (Variante 3 (forte))
VP, (Vm eN, ((Vk < m,P(k)) = P(m))) —x¥n € NyP(n)

Fonction somme

somme :

{ x + somme(x — 1) si 0 < x
X = .
0 sinon
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n
Démonstration par récurrence de Vn € N, somme(n) = 3 i
i=0

Récurrence (Variante 3 (forte))

(@

@ ((V" <m,P(K)) P(m))) — Vn € N, P(n)

Fonction somme

somme :

{ x + somme(x — 1) si 0 < x
X = .
0 sinon

Soit m e N.
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n
Démonstration par récurrence de Vn € N, somme(n) = 3 i
i=0

Récurrence (Variante 3 (forte))

VP, (Vm N, <<(:V/k<m,P(k:))—> P(m)>> s VneN, P(n)

Fonction somme

somme : :
0 sinon

{x+somme(x—1) si0<x
X =

Soit m € N. Supposons Yk < m, somme(k) = > i.
i=0

NFP108 — P Courtieu — CNAM



n
Démonstration par récurrence de Vn € N, somme(n) = 3 i
i=0

Récurrence (Variante 3 (forte))

VP, (Vm eN, ((Vk <m, P(k)) - P(m)>> —Vn €N, P(n)

Fonction somme

somme : :
0 sinon

{x+somme(x—1) si0<x
X =

i

M=

Soit m € N. Supposons Vk < m, somme(k) =

m
Montrons que somme(m) = > i.
i=0

0



n
Démonstration par récurrence de Vn € N, somme(n) = 3 i
i=0

Récurrence (Variante 3 (forte))

vP, (Vm en, ((Vk <m,.P(k)) - P(m)>> s Vne N, P(n)

Fonction somme

somme : :
0 sinon

{x+somme(x—1) si0<x
X =

k
Soit m € N. Supposons Yk < m, somme(k) = > i.
i=0

m
Montrons que somme(m) = > i. Déf. de somme, 2 cas :
i=0

(1) m=0,
(2) m>0,



n
Démonstration par récurrence de Vn € N, somme(n) = 3 i
i=0

Récurrence (Variante 3 (forte))

vP, (Vm en, ((Vk <m,.P(k)) - P(m)>> s Vne N, P(n)

Fonction somme

somme : :
0 sinon

{ x + somme(x —1) si0<x
X =

k
Soit m € N. Supposons Yk < m, somme(k) = > i.
i=0

Montrons que somme(m) = > i. Déf. de somme, 2 cas :
i=0
0
(1) m=0, alors somme(0) =0= > i, OK.

i=0
(2) m>0,



n
Démonstration par récurrence de Vn € N, somme(n) = 3 i
i=0

Récurrence (Variante 3 (forte))

vP, (Vm en, ((Vk <m,.P(k)) - P(m)>> s Vne N, P(n)

Fonction somme

somme : :
0 sinon

{ x + somme(x —1) si0<x
X =

k
Soit m € N. Supposons Yk < m, somme(k) = > i.
i=0

m
Montrons que somme(m) = > i. Déf. de somme, 2 cas :
i=0
0
(1) m=0, alors somme(0) =0= > i, OK.
i=0
(2) m > 0, alors somme(m) = m + somme(m — 1)



n
Démonstration par récurrence de Vn € N, somme(n) = 3 i
i=0

Récurrence (Variante 3 (forte))

vP, (Vm en, ((Vk <m,.P(k)) - P(m)>> s Vne N, P(n)

Fonction somme

somme : :
0 sinon

{ x + somme(x —1) si0<x
X =

k
Soit m € N. Supposons Vk < m, somme(k) = > ™.

N =
Montrons que somme(m) = > i. Déf. de 'somme, 2 cas :
i=0

0
(1) m=0, alors somme(0) =0= > i, OK.

i=0 N m—1
(2) m > 0, alors somme(m) = m+ somme(m —1)=m+ > i

Hyp. de réc. i=0



n
Démonstration par récurrence de Vn € N, somme(n) = 3 i
i=0

Récurrence (Variante 3 (forte))

vP, (Vm en, ((Vk <m,.P(k)) - P(m)>> s Vne N, P(n)

Fonction somme

somme : :
0 sinon

{ x + somme(x —1) si0<x
X =

k
Soit m € N. Supposons Yk < m, somme(k) = > i.
i=0

m
Montrons que somme(m) = > i. Déf. de somme, 2 cas :
i=0
0
(1) m=0, alors somme(0) =0= ) i, OK.
i=0 m—1 m
(2) m > 0, alors somme(m) = m+ somme(m—1)=m+ > i= Y i. OK.
i=0 i=0



n
Démonstration par récurrence de Vn € N, somme(n) = 3 i
i=0

Récurrence (Variante 3 (forte))

vP, (Vm €N, ((Vk <m, P(k)) = P(m)>> —VneN,P(n)

Fonction somme

somme : :
0 sinon

{ x + somme(x —1) si0<x
X =

k
Soit m € N. Supposons Yk < m, somme(k) = > i.
i=0

m
Montrons que somme(m) = > i. Déf. de somme, 2 cas :
i=0
0
(1) m=0, alors somme(0) =0= > i, OK.
i=0 m

m—1
(2) m > 0, alors somme(m) = m+ somme(m—1)=m+ > i= Y i. OK.
i=0 i=0
CQFD



Programmes récursifs sans effet de bord
Spécification :
@ Souvent dans un commentaire
@ variables quantifiées implicitement (Vx)
/* Précondition: x >0 */
/* Postcondition: resultat = ;i */
int somme (int x) {
if (0 <= x) return x+somme(x-1);

else return 0;

}




Programmes récursifs sans effet de bord
Spécification :
@ Souvent dans un commentaire

@ variables quantifiées implicitement (Vx)

/* Requires: x >0 */
X .
/* Ensures: resultat =) i */
int somme (int x) {
if (0 <= x) return x+somme(x-1);
else return 0;

}

Justification :



Programmes récursifs sans effet de bord
Spécification :
@ Souvent dans un commentaire

@ variables quantifiées implicitement (Vx)

/* Précondition: x >0 */
/* Postcondition: resultat = ;i */
int somme (int x) {
if (0 <= x) return x+somme(x-1);
else‘return 0;
} Correct

Justification :

@ case de base OK



Programmes récursifs sans effet de bord
Spécification :
@ Souvent dans un commentaire

@ variables quantifiées implicitement (Vx)

/* Précondition: x >0 */
. . X .
/* Postcondition: resultat =) > ;i */
int somme (int x) {
if (0 <= x)<return x+somme(x-1);
else return 0; Correct si somme(x-1) correct

}

Justification :
@ case de base OK

e autres cas OK si appels récursifs OK (récurrence).



Programmes récursifs sans effet de bord
Spécification :
@ Souvent dans un commentaire
e variables quantifiées implicitement (Vx)
/* Précondition: x >0 */
/* Postcondition: resultat = ;i */
int somme (int x) {
if (0 <= x) return x+somme(x-1);
else return 0;
}
Justification :
@ case de base OK
e autres cas OK si appels récursifs OK (récurrence).
@ par récurrence OK,



Programmes récursifs sans effet de bord
Spécification :
@ Souvent dans un commentaire
e variables quantifiées implicitement (Vx)
/* Précondition: x >0 */
/* Postcondition: resultat =) i */
int somme (int x) {
if (0 <= x) return x+somme(x-1);
else return 0;
}
Justification :
@ case de base OK
e autres cas OK si appels récursifs OK (récurrence).
@ par récurrence OK,

@ seulement quand ¢a termine!



Programmes récursifs sans effet de bord

@ autre exemple

int div (int x, int y) {
if (x <y) return 0;
else return 1 + div (x-y) y;

'}

@ série récursive
NxN — N

div : (x,y) {

0
1+div(x—y,y)

six <y
sinon



Programmes sans effet de bord (spécif.div)

int div (int x, int y) {
if (x <y) return 0;
else return 1 + div (x-y) y;

'}

Vx1..Vxp, Precond(xi,...,xn) — Correct(x1, ..., Xn, prog(x1, ..., Xn))

VxVy, x>0Ay>0 — yxdiv(x,y) <xAyx(1+div(x,y))



Preuve de VxVy,x >0Ay >0— y xdiv(x,y) < x Ay x (1+div(x,y)) > x

div : (x,y) .—>{ 0six <y, et 1+div(x —y,y) sinon
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Preuve de vxvys=s0Ay=0—
VxVy, P

)7)><Fiv(x,y) <xAyx (1+div(x,y)) > x
Y

div: (x,y) — { O0six <y, etl+div(x —y,y) sinon

X

VP, (VyVm €N, ((Vk <m,P(k,y)) = P(m,y))) — x¥y €N, P(x,y)

Soit y et m € N, supposons Vk < m, P(k,y), et montrons qu’alors (P(m,y))
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Preuve de VxVy,x >0Ay >0— y xdiv(x,y) < x Ay x (1+div(x,y)) > x

div: (x,y) = { 0SIX<F et 1+ div(x v, y)sinon.

VP, (VyVm €N, ((Vk <m,P(k,y)) = P(m,y))) — x¥y €N, P(x,y)

Soit y et m € N, supposons Vk < m, P(k,y), et montrons qu’alors (P(m,y))

oSl m < ¥»: cas de base

efSinon m > y»: cas de récurrence
(supp. appels récursifs corrects)
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Preuve de VxVy,x >0Ay >0— y xdiv(x,y) < x Ay x (1+div(x,y)) > x
0 0

div: (x,y) — { Osix<ypetl+ div(x — y,y) sinon

VP, (\nym €N, ((Vk <m,P(k,y)) = P(m,y))) — x¥y €N, P(x,y)

Soit y et m € N, supposons Vk < m, P(k,y), et montrons qu’alors (P(m,y))

@ si m < y : alors par définition de div : div(m,y)=0
@ sinon m>y:



Preuve de UxVysx 2 0Ay > 0= y x div(x,y) < x Ay x (1 +div(x,y)) > x
0 0

div: (x,y) — { O0six <y, etl+div(x —y,y) sinon

VP, (\nym €N, ((Vk < m, P(k,y)) = P(m,y))) — x¥y €N, P(x,y)

Soit y et m € N, supposons Vk < m, P(k,y), et montrons qu’alors (P(m,y))

@ si m < y : alors par définition de div : div(m,y)=0
et par hypothese : m > 0,
@ sinonm>y:



Preuve de VxVy,x >0Ay >0— y xdiv(x,y) < x Ay x (1+div(x,y)) > x
0 0

div: (x,y) — { O0six <y, etl+div(x —y,y) sinon

VP, (\nym €N, ((Vk < m, P(k,y)) = P(m,y))) — x¥y €N, P(x,y)

Soit y et m € N, supposons Vk < m, P(k,y), et montrons qu’alors (P(m,y))

@ si m < y : alors par définition de div : div(m,y)=0
et par hypothése : m>0,donc: y x0<metyx1>m. OK.
@ sinonm>y:



Preuve de VxVy,x >0Ay >0— y xdiv(x,y) < x Ay x (1+div(x,y)) > x

div: (x,y) — { O0six <y, et 1+c!li/(;<:iy,y) sinon

VP, (VyVm €N, <(Vk <m,P(k,y)) = P(m,y))) — x¥y €N, P(x,y)

Soit y et m € N, supposons Vk < m, P(k,y), et montrons qu’alors (P(m,y))

esim<y: OK
@ sinon m>y:
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Preuve de VxVy,x >0Ay >0— y xdiv(x,y) < x Ay x (1+div(x,y)) > x

div: (x,y) — { 0si x <y, etll+div(x = y,y)sinon

VP, (\nym €N, ((Vk <m,P(k,y)) = P(m,y))) — x¥y €N, P(x,y)

Soit y et m € N, supposons Vk < m, P(k,y), et montrons qu’alors (P(m,y))

esim<y: OK
@ sinon m >y : alors div(m,y) =1+ div(im—y,y).



Preuve de UxVysx 2 0Ay > 0= y x div(x,y) < x Ay x (1 +div(x,y)) > x

div: (x,y) — { O0six <y, etl+div(x —y,y) sinon

VP, (\nym €N, ((Vk < m, P(k,y)) = P(m,y))) — x¥y €N, P(x,y)

Soit y et m € N, supposons Vk < m, P(k,y), et montrons qu’alors (P(m,y))

esim<y: OK
@ sinon m >y : alors div(m,y) =1+ div(im—y,y).
Or0< m—-y<m,



Preuve de VxVy,x >0Ay >0— y xdiv(x,y) < x Ay x (1+div(x,y)) > x

div: (x,y) — { O0six <y, etl+div(x —y,y) sinon

VP, (vwm €N, ((Vk < m, P(k,y)) = P(m,y))) — x¥y €N, P(x,y)

Soit y et m € N, supposons ¥k < m, P(k, y), et montrons qu'alors (P(m,y))

esim<y: OK
@ sinon m >y : alors div(m,y) =1+ div(m—y,y).

Or 0 < m—y < m,donc div(m — y,y) vérifie la propriété :
yxdivim—y,y) < m—y A yx(l+divim—y,y)) > m-y



Preuve de VxVy,x >0Ay >0— y xdiv(x,y) < x Ay x (1+div(x,y)) > x

div: (x,y) — { O0six <y, etl+div(x —y,y) sinon

VP, (vyvm €N, <(\ﬂ< <m, P(k,y)) = P(m,y))) — VxVy € N, P(x, y)

Soit y et m € N, supposons Yk < m, P(k, y), et montrons qu'alors (P(m,y))

esim<y: OK
@ sinon m >y : alors div(m,y) =1+ div(m—y,y).
Or 0 < m—y < m,donc div(m — y,y) vérifie la propriété :

yxdivim—y,y) < m—y A yx(l+divim—y,y)) > m—y
yxdivim—y,y) < m—y A y % (div(m,y)) > m-—y
+y +y +y +y
y x div(m,y) < m Ay x(1+div(m,y)) > m

OK



Quid des programmes impératifs ?

int res = 0, i =0;
while (i<=x) {
res = res + i;

1

programme avec effet de bord (principalement modif. des variables)
objet mathématique moins « propre >

fait passer de I'état (des variables) g; a I'état g

noté g1 ~prog G2

propriété d'un programme ?



Spécification

état entrée g =———
Precond(q1)

Programme

— état sortie o

@ spécification= Precond + Postcond

@ P : Pré-condition, @ : Post-condition.

Postcond(qz)



Spécification

état entrée q) =3 Programme > état sortie qo
Precond(q1) Postcond(qz)

@ spécification= Precond + Postcond
@ P : Pré-condition, @ : Post-condition.

@ Triplet de Hoare :

{P}programme{Q}



Exemple de triplet {P}prog{Q}

{x>0Ay >0}
a = 0;
b := x;
while (b >=vy) {
b :=b - vy;
a:=a+1
¥
{axy<x A (1+a)xy>x}

Spécifications possibles :
e (x>0 A y>0tP{axy<x A (L+a)xy>x}
e {x>=0Ay>0P{axy+b=x AN 0<b<y}



Exemple de triplet {P}prog{Q}

{x>0Ay >0}
a = 0;
b := x;
while (b >=vy) {
b :=b - vy;
a:=a+1
}
{axy+b=x A 0<b<y}

Spécifications possibles :
e (x>0 A y>0tP{axy<x A (L+a)xy>x}
e {x>=0Ay>0P{axy+b=x AN 0<b<y}



Sémantique : 2 versions

On note g1 ~prog g2 = programme prog transforme |'état g1 en g

o triplet {P}prog{ @} (partiellement) correct ssi :

Vq1Vaz, P(q1) = (91 ~prog q2) — Q(q2)

@ correction totale :

Va1, P(q1) = 3a2,(q1 ~ prog 92) #\ Q(q2)

On écrit parfois:
~-_ - =



Comparaison avec la logique

@ Rappel de logique :

formule logique / sémantique / systeme de déduction (ex : DN)

formule ... formule

formule

@ De la méme fagon :

triplet de hoare / sémantique / systéme de déduction

triplet ... triplet

triplet



CoND(if) et SEQ (;)
cl=x:=x+1; c2:Xx:=X+ 2;

x>0 x>1 x>1 x>3
SEq {PYG{Q} {Q}{R}
{PYG ; G{R}
x>0 X>3
{PAB} h {Q} {PA-B} L {Q}

COND

{P} if B then |1 else I, {Q}



AFF(affectation)
{y=x && x>=0}x:=1; { y=x0 && x0>=0 && x=1}

{y=x && x>=0}x:=x+1; { y=x0 && x0>=0 && x=x0+1}
E[x < €] P[x < €]

< expression E dans laquelle la variable x est substituée par I'expression e >
< formule E dans laquelle la variable x est substituée par I'expression e >

Axiome AFF {P} x:=E {P[x «< x] N x=E[x + x]}

AFFl1
Version moins intuitive " {P[x + E]} x:= E {P}



AFF(affectation)

E[x < €] P[x < €]

< expression E dans laquelle la variable x est substituée par I'expression e >
< formule E dans laquelle la variable x est substituée par I'expression e >

var. du programme  var. logique correspondante

Axiome AFF {P} x:=E {P[x < xo] /\4x: Elx «+ xo]}

AFrF1l
Version moins intuitive " {P[x + E]} x:= E {P}




AFF(affectation)

E[x < €] P[x < €]

< expression E dans laquelle la variable x est substituée par I'expression e >
< formule E dans laquelle la variable x est substituée par I'expression e >

exp. du programme exp. mathématiques

Axiome AFF {P} x:=E {P[x < xo] A x:ﬂx <— xo]}

AFrF1l
Version moins intuitive " {P[x + E]} x:= E {P}




AFF(affectation)

E[x < €] P[x « €]

< expression E dans laquelle la variable x est substituée par I'expression e >
< formule E dans laquelle la variable x est substituée par I'expression e >

formules logiques (pré/postconditions)

AFF l

Axiome {P} x:=E {F X

AFrF1l
Version moins intuitive " {P[x < E]} x:= E {P}

NFP108 — P Courtieu — CNAM



AFF(affectation)

E[x < €] P[x < €]

< expression E dans laquelle la variable x est substituée par I'expression e >
< formule E dans laquelle la variable x est substituée par I'expression e >

variable logique < fraiche > (ancienne valeur de x)

Axiome AFF {P} x:=E {P[x « >;o]A x = E[x < (xo]}

AFrF1l
Version moins intuitive " {P[x + E]} x:= E {P}




CONSEQ : permet la déduction logique

P=P (P} C{Q} @=Q
{P} C {Q}

CONSEQ

{x>=£} X = Xx+2 {x>1}

FTO:\O}'D =1} )/
2 >

{x>0}p{x>11}




CONSEQ : permet la déduction logique

formules logiques

P=P {P} C{Q} @=0
CONSEQ {P} c {Q}
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CONSEQ : permet la déduction logique

formules logiques triplet

CONSEQ
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CONSEQ : permet la déduction logique

o P {P} C {Q} e
{P} C {Q}

CONSEQ

@ Les formules se prouvent dans un systéme de déuction logique



CONSEQ : permet la déduction logique

P%P’ (P} C {Q} Q’%Q
{P} C {Q}

CONSEQ

@ Les formules se prouvent dans un systéme de déuction logique

@ Les triplets se prouvent récursivement avec les mémes regles



Regles du white while (...){
x =X+ 1;

> wael.l,b

/ %I/\B} cimn' j
B}

WHIL
"I} while B do <Csdone {I A~
S

r

(PNBAN(E=n)C(PANE<nANEZ>D0)
WHILET

(P) while B do C done (P N —B)



Invariant

WHILE

{(IABY C{I}

{I} while B do C done {I AN B}

while (b >=vy) {

b -y;
a+ 1

o
nou

{axy+b=xA0<b<y}



Invariant

WHILE

{(IABY C{I}

{I} while B do C done {I AN B}

while (b >=vy) {

b -y;
a+ 1

o
nou

{axy+b=xA0<b<y}



Invariant

WHILE UAB} € il

{I} while B do C done {I AN B}

@ invariant I < sorti du chapeau >

while (b >=vy) {

{IAb>y}

b :=b -vy;
~a:=a+1
{1}

}

{axy+b=xA0<b<y}



Invariant

WHILE UnB) c iy

{I} while B do C done {I AN B}
@ invariant I < sorti du chapeau >

@ si corps de la boucle préserve I

si

while (b >=vy) {

{1Ab>y}

" bi=b - y;
y a:=a+1l
{1}

}

{axy+b=xA0<b<y}



Invariant

INB} CH{l
WHILE _ {InB} C{l} {x> oA y>0}
{I} while B do C done {I A =B} . 0;
= X;
@ invariant I « sorti du chapeau > {z
. , while (b >=vy) {
@ si corps de la boucle préserve I {IAb>y}
, ./ b:i=b - A
@ alors boucle préserve I alors [SI[ 5441
{1}
}
{I A =(b>y)}

{axy+b=xA0<b<y}



Invariant

{INB} CA{l}
{I} while B do C done{l A B}

@ invariant I < sorti du chapeau >

WHILE

@ si corps de la boucle préserve I

@ alors boucle préserve I

@ reste a montrer que I vrai avant la boucle

?

,,,{52' OA 'y'>”'0}
a:=0;

b := x;

1}

while (b >=vy) {
{Inb>y}

" b i=b - A

y a:=a+1l
{1}

}

{I A 2(b>y)F

{axy+b=xA0<b<y}



Invariant

WHILE

{INB} CA{l}
{I} while B do C done{l A B}

invariant I < sorti du chapeau >

si corps de la boucle préserve I

alors boucle préserve I

reste a montrer que I vrai avant la boucle

et que I A =B suffisant pour la suite

Hie 04 y6

a = 0;

b := x;

while (b >=vy) {
{1Ab>y}

" bi=b - y;

y a:=a+1l
{1}

}

)

—(b>
?( {I A =(b>y)} 5

[{axy+b=xA0<b<y}



Invariant

Construction de la déduction totale : {x> oA y>0}
a = 0;
b = x;
{IAb >y} corps {1} {1} ay+b=x
I} while (b>=y){corps} {IA—(b>y while (EEESND {
{1} { A ( )} {1A62y) o ooy
b:=b -vy;
=a+1

a
il} ay+b=x

11/2

—
Q
Il

{1 A =291}

{axy+b=xA0<b<y}

PWUudO-
UbhWNREFO
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Invariant

Construction de la déduction totale :

{IAb>y} corps {I}

{1} while (b>=y){corps} {IA—(b>y)}

{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {IA—=(b>y)}

CONSEQ

{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {Q}

{x> oA y>0}

a :=0;

b = x;

{1}

while (b >=vy) {

{IAb>y}
b:=b-vy;
a:=a+1

{1}

}

{1 A =(b>y)}

{axy+b=xA0<b<y}



Invariant

Construction de la déduction totale :

{r} a:=0;.t;:=y {#1} {IADb> y} corps {I}

CONSEQ

{P} a:=0;b:=y {1} {I} while (b>=y){corps} {IA—(b>y)}

{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {IA—=(b>y)}

CONSEQ {p} a:=0;b:=y; while (b>=y){COFpS} {Q}

{

a

b

{1}

while (b >=vy) {

{IAb>y}
b:=b-vy;
a:=a+1

{1}

}

{T A =(b2y)}

{axy+b=xA0<b<y}



Invariant

Construction de la déduction totale :

{x> 0A y>0}
a :=0;
b := x;
{P} a:=0;b:=y {¢1} {IAb > y}corps¥I} {1}
CONSE! i =
¢ {P} a:=0;b:=y {1} {I} while (b>=y){corps} {IA—(b>y)} ng\llf>(%>_ v
{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {IA—=(b>y)} [ b ::yb Sy
CONSEQ {P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {a} V a:=a+1
{1}
}

{1 A =(b>y)}

{axy+b=xA0<b<y}



Invariant

Construction de la déduction totale :

{x> 0A y>0}
a :=0;
b := x;
{P} a:=0;b:=y {¢1} {IAb > y}corps¥I} A1}
CONSE! i =
¢ {P} a:=0;b:=y {1} {I}=while (b>=y){corps}{IA —(b>y)} "E;j\l;>(b}>_ v
{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {IA—=(b>y)} [ b ::yb Sy
CONSEQ {P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {a} Y a:=a+1
{1}
}

{1 A =(b>y)}

{axy+b=xA0<b<y}



Invariant

Construction de la déduction totale :

?

CONSEQ

{P} a:=0;b:=y {41} {I Ab > y¥corps¥1}
{P} a:=0;b:=y {I};{I-]fwﬁ'fr(bx_y)WI A=(b>y)}

{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {IA—=(b>y)}
{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {Q}

CONSEQ

{axy+b=xA0<b<y}
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Invariant

Construction de la déduction totale :

[P} ai=0ibimy (o} —" {IAb >y corps i1}
{P} a:=0;b:=y {1} {1}-while (b>=y){corps}=>{I A (b >y)}
{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {IA—=(b>y)}
{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {0} <7
alors

CONSEQ

CONSEQ
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Invariant

Construction de la déduction totale :

?

{P} a:=0;b:=y {41} {I Ab > y¥corps¥1}
O TR aiserbimy {I};{I‘]’m;)—{mﬁl A=(b>y)}

{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {IA—=(b>y)}

CONSEQ

{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {0} <7

@ invariant I < sorti du chapeau >

alors
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Invariant

Construction de la déduction totale :

?

{P} a:=0;b:=y {41} {I Ab > y¥corps¥1}
Y TPY ai=0biny {Ir:{kaﬁﬂmor\mﬁx A=(b>y)}

{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {IA—=(b>y)}
{P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {0} <7

CONSEQ

@ invariant I < sorti du chapeau >

o force |'application de CONSEQ avant et apres
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Invariant

Construction de la déduction totale :

? e
’ 1= X;
e — ?
{P} a:=0;b:=y {1}’ {IAb > y}corps¥I} A1}
CONSEQ — - = while (b >=vy) {
{P} a:=0;bi=y {1} {1}~While (b>=y){corps} {I/\—\(b >y)} (ThoSy)
A a7
consm {P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {I A —(b > () [" b= b - y:
o {P} a:=0;b:=y; while (b>=y){corps} {a} Yy a:=a+1
{1}

}
7 {I A =(b>y)}
(

{axy+b=xA0<b<y}

@ invariant I < sorti du chapeau >
o force I'application de CONSEQ avant et apres
@ avant = I vrai avant la boucle?

@ aprés = I suffisant pour la suite?



