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1 Sémantique - 2 points

Construire un arbre de dérivation pour la configuration suivante ot 6(b) =3,0(n) =2:

(x:=1;while (1 <n)do (x:=x*byn:=n—1),0)

2 Sémantique - 2 points

Montrer un sens de ’équivalence I; (Ip; ) ~ (I1;5); 13

3 Sémantique - 3 points

Les regles de syntaxe suivante permettent la définition de variables avec leurs valeurs initiales :
Dy ::= wvarx :=a; Dy | €

ol Dy est une déclaration de variable, x correspond a un identificateur quelconque, a est une expression arithmétique,
et € correspond a la déclaration vide. Par exemple, la déclaration suivante est valide dans cette syntaxe (Remarque :
notez que la valeur initiale d’une variable peu dépendre des variables précédemment déclarées.) :

var y:= 2; var z:= y+l; var w:= y*z; (A)

La regle suivante permet de donner une sémantique aux programmes formés par les déclarations dans cette syntaxe.

<a,s>~v  <Dy,six—=v]>—
<var x:=a;Dy,s >

(1)
ol la notation s[x — v] signifie s étendu pas la liaison x — v”, et < a,s >~ v est un jugement de la sémantique pour
les expressions arithmétiques vue en cours.

1. Donnez un arbre de dérivation pour la suite des déclarations données dans (A), en partant d’un état initial op.

2. Modifiez laregle (1) de maniere a interdire les déclarations multiples d’un mé&me nom de variable. En particulier,
vous devrez ajouter une ou plusieurs regles pour ce cas d’erreur (et seulement celui-ci). Ainsi, la déclaration
suivante doit donner lieu a une erreur (s’évaluer dans err) :

var y:= 2; var z:= y+1l; var y:= 3;



4 Preuve de programme - 3 points

Démontrez les triplets de Hoare suivants en construisant un arbre de preuve (il s’agit de correction partielle) :

1. {}if x<=0 then y:=x-1 else y:=x+1 end {/y/ > |x/| }ou |x/ signifie valeur absolue de x.

’ Solution: ‘

AFF AFF
{x<=0}y:=x-1{x<=0Ay=x—1} {x>0}y:=x+1{x>0Ay=x+1}

CONSE CONSEQ
¢ {x<=0}y:=x-1{|y| > [x]} {x>0}y:=x+1{|y] > |x[}
{}if x<=0 then y:=x-1 else y:=x+1 end{|y|> |x|}

IF

2. {x>0} if x<=0 then y:=x-1 else y:=x+1 end { y > x }

’ Solution:

A AFF
. {false}y : =x—1{ false} {true}y :=x+1{y = x+1}
CONSEQ CONSEQ
{x>0Ax<=0}y:=x-1{y>x} {x>0Ax>0}y:=x+1{y> x}

{x>0}if x<=0 then y:=x-1 else y:=x+1 end{y> x}

IF

3. {y=x N x>0} while x<0 do x:=x+1 done { y=x }

’ Solution:

AR {false}x :=x+ 1{false}
{(y=xAx>0)Ax<0lx:=x+1{(y=xAx>0)}
{(y=xAx>0)}while x<0 do x:=x+1 done{(y=xAx>0)}
{y=xAx>0}while x<0 do x:=x+1 done{y= x}

CONSEQ

WHILE

CONSEQ

S Preuve de programme - 3 points

Dans cet exercice, I'instruction : for i = el to €2 do P done est équivalente 2 :
i=el; while i<=e2 do P; i1:=i+1 done.

1. Proposez une regle de Hoare (correction partielle) pour cette instruction sans la transformer en un while.

’ Solution: ‘

{INi<e2}pP;i:=i+1{l}

FOR
{I} for i = el to €2 do P done {IANiI>el2}




2. Proposez une regle de correction totale pour cette méme instruction. Notez qu’a priori la variable i peut étre
modifiée par le programme P, ainsi que la valeur des expressions el et e2. (Remarque : plusieurs solutions sont
possibles).

’ Solution: ‘
1l faut contrdler que la variable i se rapproche bien de e2 apres incrémentation implicite de fin de boucle :

(INi<=e2hNe2—i=VoAVop>=0)P;i:=i+1 (INe2—i<Vp)
(I) for i = el to €2 do P done (INi>e2)

For

6 Preuve de programme - 7 points

Dans cet exercice on suppose une bibliotheque sur la structure de donnée ensemble. Vous pouvez utiliser dans
les annotations les notations suivantes sur les ensembles : x € e et |e]. A titre d’exemple, voici deux annotations (sans
rapport avec les exercices) autorisées :

— (Vx € e,x est pair) signifie que tout x appartenant a 1’ensemble e est pair,

— |e| < |€’| signifie que le nombre d’éléments de e est inférieur ou égal a celui de e’ .

Par ailleurs vous pouvez utiliser les connecteurs logiques habituels : A,V,V,3...

Enfin, Les fonctions suivantes sont supposées déja définies et correctes : appartient (x,e) qui retourne
true si x est dans I’ensemble e et false sinon, vide () qui retourne I’ensemble vide, choisir (e) quire-
tourne un élément quelconque de e, retire (x, e) quiretourne I’ensemble e privé de x (e n’est pas modifié),
ajoute (x, e) quiretourne I’ensemble e auquel est ajouté x (idem).

Le programme sousEnsemble suivant construit (dans res) le sous-ensemble res de e contenant tous les
éléments de e plus petits que 1’entier v.

res := vide();

aux := e;

while not (aux = vide()) do
x := choisir (aux);
if x <= v then res := ajoute (x , res);
aux := retire (x , aux);

done

1. Annotez ce programme avec les pré- et post-conditions exprimant que la fonction se comporte comme énoncé.

’ Solution: ‘

{ true } sousEnsemble { YneN, (n€eAn<v)<rné€res } ‘

2. Trouvez un variant et un invariant de boucle suffisants pour prouver que le triplet de Hoare ainsi formé est
correct (correction total donc). Il ne vous est pas demandé de construire 1’arbre de preuve.

’ Solution: ‘
Variant : |aux|.
Invariant : Les éléments déja traités (n €e N n ¢aux) et inférieurs a v sont dans res :

’ VneN, (n€e N n<v A né¢aux) < néc€res |

3. Ecrivez un programme qui calcule (dans une variable res) I’intersection de trois ensembles d’entiers. Annotez-
le avec pré-condition, post-condition, variant(s) et invariant(s) de boucle(s). Vous pouvez utilisez la syntaxe C
(Caduceus) si vous voulez.



’ Solution:

(Invariant meilleur : res = (el N e2 N e3) U aux)
{}
res := el;
aux := el;
while not (aux = vide()) do {variant |aux|
invariant VxeN, (x€ el A x € e2 AN x € e3 N x¢aux) > x€Eres }
x := choisir (aux);
if not (appartient(x, e2)) or not (appartient (x,e3))
then res := retire (x , res);
aux := retire (x , aux);
done

{ VxéeN,x€ res «<» x€ el AN x € e2 N x € e3} ‘

4. Proposez des triplets de Hoare exprimant que les fonctions auxiliaires vide (), choisir (e),retire (x, e)
et ajoute (x, e) sont correctes. Vous utiliserez \result pour désigner la valeur de retour de la fonction.
Par exemple un triplet possible pour plus serait: { Jplus (x,y) { \result=x+y}.

’ Solution:
{}vide(){V x €N , x ¢ \result }

— {dx€ejchoisir(e) {\result € e}

- {}jretire(x,e) {VMy, (yEe N y#x) < (yE\result)}
’ - {}ajoute(x,e) {Vy, (y€e V y=x) < (yE€\result)}




Récapitulatif des regles de Hoare

{P}C1{Q} {Q}Co (R}

SEQ
{P}Cy ; Ca{R}

AFF1
{P[x <« FE]}x:=E{P}

AFF

(P} x:=F ({P[x + x0] N x=E[x + x0]}

D{{P/\B} L {0} {PN\=B} L {(Q}
{P} if B then || else I, {Q}

CoN

P=P' (P'JC(Q"} Q' =Q

C
ONSEQ {PIC{Q}

{P\B} C (P}
{P} while B do C done {(PA-B}

WHILE

Correction totale :

vneN, Pn+1)=B8B (P (n+1)) C (P (n)) P(0)=B

\W% Tl
HILE (3n € N.P(n)) while B do C done (P(0))

(PANBNE=nANE>0 C (PNE <nANE>0)

WHILET
(P) while B do C done (PA-B)
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