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Ces notes de cours sont destinées aux élèves du CNAM qui n’ont pas suivi de cours d’algèbre linéaire et ignorent les espaces vectoriels. Toutefois en programmation linéaire des notions de base seront indispensable : c’est l’objet de ce polycopié qui se fonde sur les systèmes d’équations linéaire et introduit l’algèbre matricielle .
LES SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

1/ Le cas le plus familier
Il s’agit des systèmes de 2 équations à deux inconnues.

Trois cas sont possibles:  


a) le système à une solution unique ; 


b) il y a une infinité de solutions ; 


c) il n’y a pas de solution,

[image: image624.wmf]
Soit le système :                  
[image: image1.wmf]     (1)

                                          
[image: image2.wmf]  
[image: image3.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image4.wmf]    (2)

· On peut le résoudre en tirant l’expression de x
[image: image5.wmf] de l’équation (1) : x
[image: image6.wmf] = 7 - 2x
[image: image7.wmf]    puis en substituant x
[image: image8.wmf] par sa valeur dans l’équation (2) : 4(7 - 2x
[image: image9.wmf]) - x
[image: image10.wmf] = 10, soit 18 =9x
[image: image11.wmf] c’est-à-dire  x
[image: image12.wmf] = 2 .


                        En reportant dans (1) il vient : x
[image: image13.wmf]+ 4 = 7     soit     x
[image: image14.wmf] = 3


· On peut procéder aussi par combinaison linéaire et élimination d’une variable ; ainsi (1) + 2. (2)  (  9x
[image: image15.wmf]= 27   (     x
[image: image16.wmf]  = 3  et en remontant à (1) :             3 + 2x
[image: image17.wmf] = 7 (  x
[image: image18.wmf] = 2

· Géométriquement ce système revient à chercher le point d’intersection de la droite d’équation (1) avec celle d’équation (2) :

             
      Le tracé de ces 2 droites montre que leur intersection est au point Q.
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                               (d
[image: image19.wmf])





                                x
[image: image20.wmf]

               (d
[image: image21.wmf])

· Plus généralement soit le système  ax
[image: image22.wmf]  + bx
[image: image23.wmf] = h


[image: image24.wmf] 

                                                              cx
[image: image25.wmf]  + dx
[image: image26.wmf] =  k


[image: image27.wmf]
où a, b, c, d, h et k sont des nombres réels ; cherchons à le résoudre, par exemple en éliminant la variable x
[image: image28.wmf]  : on va multiplier chaque membre de (1) par d 

(où d supposé non nul ; sinon (2) donnerait : cx
[image: image29.wmf] = k, d’où x
[image: image30.wmf] =
[image: image31.wmf]    si  c  ( 0).
On multiplie chaque membre de (2) par - b (supposé non nul, comme ci-dessus). D’où : adx
[image: image32.wmf] + bdx
[image: image33.wmf] =hd et -bcx
[image: image34.wmf] bdx
[image: image35.wmf] = -bk. Ajoutons ces 2 équations membre à membre ; il vient (ab-bc) x
[image: image36.wmf] = dh-bk  :  x
[image: image37.wmf] a été éliminée ; on en tire si ad-bc ( 0 : 


[image: image38.wmf]                  .
Pour obtenir x
[image: image39.wmf], on peut éliminer x
[image: image40.wmf] en faisant la combinaison linéaire :


 -  cx (1) +  ax (2), soit  
[image: image41.wmf] d’où, si ad-bc(0 :


[image: image42.wmf]
· 1ère conclusion :      si  (  = ad – bc est différent de 0, le système comporte une solution unique.

Examinons maintenant le cas où ad - bc = 0 ; l’élimination de x
[image: image43.wmf] nous a donné 

0. x
[image: image44.wmf] = dh - bk ; de deux choses l’une : 

Soit dh - bk = 0 et la valeur de x
[image: image45.wmf] est indéterminée.

Soit dh - bk ( 0 : il y a contradiction avec 0.x
[image: image46.wmf]= dh - bk ( 0 le système est impossible (on dit aussi « contradictoire »).


· 2ème conclusion : 
1    si     = ad - bc = 0 et dh - bk = 0 : le système est indéterminé : il comporte une infinité de solutions ; 
en fait la 2e équation s’obtient en multipliant la première par  
[image: image47.wmf] ( on suppose que a ( 0).
En effet :


[image: image48.wmf] . h ,        d’où :       
[image: image49.wmf]. x
[image: image50.wmf] 
[image: image51.wmf]  (1’)

or ad - bc = 0 et dh - bk = 0, d’où 
[image: image52.wmf] et 
[image: image53.wmf] .h, mais h 
[image: image54.wmf] . 

L’équation (1’) devient cx
[image: image55.wmf] + dx
[image: image56.wmf] = k : on reconnaît l’équation (2) : En fait ce système ne comporte qu’une seule équation pour 2 inconnues : il est indéterminé.


2 Si 
[image: image57.wmf]= 0 et dh – bk ( 0 : le système est impossible,

 il ne comporte pas de solution. En effet (1’) donne cx
[image: image58.wmf] + dx
[image: image59.wmf] 
[image: image60.wmf] mais 
[image: image61.wmf]. 

Ainsi on aurait à la fois : cx
[image: image62.wmf] +dx
[image: image63.wmf] = k et : cx
[image: image64.wmf] + dx
[image: image65.wmf] ( k : impossible.

Interprétation géométrique du cas ∆ = 0.

· 2 .1 Soit le système : 


 4x
[image: image66.wmf] -   x
[image: image67.wmf]  = 10                                 
[image: image68.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf] x 2 – (-1) x (-8) = 0

  -8x
[image: image70.wmf] + 2x
[image: image71.wmf] = -20

En fait la 2ème équation s’obtient à partir de la première en multipliant chaque membre par -2. Ce « système » comporte donc en réalité une seule équation. 

Les droites D
[image: image72.wmf] d’équation 4x
[image: image73.wmf]- x
[image: image74.wmf]=10 et D
[image: image75.wmf]  d’équation -8x
[image: image76.wmf]+ 2x
[image: image77.wmf]= 20 sont donc confondues : tout point de la droite est solution du système .


· 2  .2   Soit le système    4x
[image: image78.wmf]  -   x
[image: image79.wmf] = 10  (1) 

                                           -8x
[image: image80.wmf] + 2x
[image: image81.wmf] = 12  (2)

En multipliant (1) par -2 il vient :


   -8x
[image: image82.wmf] + 2x
[image: image83.wmf] = -20   or 20 ( 12 :  contradiction.

   -8x
[image: image84.wmf] + 2x
[image: image85.wmf] = -12

En fait les deux droites D
[image: image86.wmf] et D
[image: image87.wmf]  sont parallèles (et donc n’ont pas d’intersection) :

x
[image: image88.wmf]

                         (D
[image: image89.wmf])        (D
[image: image90.wmf])


x
[image: image91.wmf]
NOTION DE MATRICE 
Le système   
[image: image92.wmf]se note « matriciellement »:    
[image: image93.wmf]    

     Formats :      2x2             2x1          2x1
pour calculer le « produit matriciel » ci-dessus on multiplie la 1ère ligne de la « matrice »

M = 
[image: image94.wmf] , soit  
[image: image95.wmf] , par  
[image: image96.wmf]    .           

Par définition : 
[image: image97.wmf] (  
[image: image98.wmf]    =   ax
[image: image99.wmf] + bx
[image: image100.wmf] ; donc 
[image: image101.wmf] . 
[image: image102.wmf] = 
[image: image103.wmf]
De même (c, d( (  
[image: image104.wmf]    = cx
[image: image105.wmf]+ dx
[image: image106.wmf]  donne(c, d( (  
[image: image107.wmf]    = (k( .

On écrit M ( x    = s     ,    où x =  
[image: image108.wmf]            et         s =    
[image: image109.wmf]               

            2x2  2x1     2x1 

Pour que le produit de 2 matrices A et B soit possible, il y a une condition sur les formats :

Si A est de format l x m (comporte l lignes et m colonnes)

Et B est de format n x q (comporte n lignes et q colonnes) le produit A ( B n’est possible que si le nombre de colonnes de A (soit m) est égal au nombre de lignes de B (soit n)   :   m = n .

Exemple :

 
[image: image110.wmf] 

   A  .  B = 
[image: image111.wmf]  .   
[image: image112.wmf]=    C      = 
[image: image113.wmf]   .
2 x 3  3 x 4.                                                                               2 x 4

Ce produit se calcule en découpant, par la pensée, la matrice A par lignes et la matrice B par colonnes. 

                                                          x

On a, par définition, c
[image: image114.wmf]=   
[image: image115.wmf] a
[image: image116.wmf]      a
[image: image117.wmf]      a
[image: image118.wmf] 
[image: image119.wmf] .         b
[image: image120.wmf]         =



               b
[image: image121.wmf]
                                                             x

                                                                     x


               b
[image: image122.wmf]
Soit :  c
[image: image123.wmf]= (a
[image: image124.wmf] x b
[image: image125.wmf]) + (a
[image: image126.wmf] x b
[image: image127.wmf]) + (a
[image: image128.wmf] x b
[image: image129.wmf]) .

Plus généralement pour calculer c
[image: image130.wmf] on fait le produit terme à terme, des éléments de la ligne i de A par ceux de la colonne j de B :

                                     b
[image: image131.wmf]
c
[image: image132.wmf]= (c
[image: image133.wmf]  c
[image: image134.wmf]… c
[image: image135.wmf]( (    b
[image: image136.wmf]  = 
[image: image137.wmf]
                                      
[image: image138.wmf]
                                     b
[image: image139.wmf]
En abrégé :   c
[image: image140.wmf]=
[image: image141.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image142.wmf] 
[image: image143.wmf]  .

Par exemple :

Pour A =
[image: image144.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image145.wmf]   et     B =  
[image: image146.wmf]    , on vérifie que C =A ( B =  
[image: image147.wmf]
NB : ici  A ( B = B ( A = I ; mais si M et M’ sont deux matrices carrées de même format, on a en général ; M.M’ ≠ M’.M   : cf propriété  2

Propriété    1   Montrons que pour toute matrice carrée D de format 2x2, en notant I =  
[image: image148.wmf]   , on a : 

D ( I = D  et  I ( D = D
En effet : posons D =   
[image: image149.wmf]          ;  on a : D ( I =  
[image: image150.wmf]D
                                  
[image: image151.wmf]                                                                       

Idem pour I ( D = D
I est appelée « MATRICE UNITE » pour le produit , (ici des matrices de format 2 x 2), par analogie avec la multiplication des nombres : pour tout nombre r, on a : r x 1 = 1 x r = r. 

I est encore appelée « MATRICE IDENTITE ».

La matrice identité d’ordre n (de format nxn) a ses éléments diagonaux égaux à 1 et tous ses autres éléments sont nuls.

Propriété    2     Le produit des matrices n’est pas commutatif:

En général on n’a pas A ( B = B ( A (mais pour des couples de matrices particuliers il peut y 

avoir commutativité, comme au       1   et dans l’exemple) .  

Pour A’ 
[image: image152.wmf] et B’ 
[image: image153.wmf],  Montrer que A’ . B’  ≠  B’ . A’

Propriété    3. Le produit de matrices (carrées ou pas) est « associatif », c’est-à-dire : 

(A ( B)( C = A ( (B ( C), qu’on écrit alors : A ( B ( C, sans parenthésage.

Propriété 4 :

Notons qu’un produit de 2 matrices peut-être égal à la matrice nulle, sans qu’aucune de ces 2 matrices ne soit nulle : 

       (8      -2)             (1      2)                                  (0    0)

A = (
      )   et B=  (
) le produit vaut :      (        )   , c-à-d la matrice nulle .

       (-12    3)             (4      8)                                  (0    0)

Rappelons que si x et y sont des nombres x.y = 0 entraîne x=0 ou/et y=0.


III.

 NOTION DE DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE 
a) cas d’une matrice 2x2

Soit M  =   
[image: image154.wmf], par définition le « déterminant » de M, qu’on note 
[image: image155.wmf], vaut : 
[image: image156.wmf] = ad – bc.

Exercice :calculer   
[image: image157.wmf], 
[image: image158.wmf] et montrer que 
[image: image159.wmf] I = 1
.
Solution :         
[image: image160.wmf]9.      
[image: image161.wmf].      
[image: image162.wmf]
.

Soit un système de 2 équations linéaires à 2 inconnues, de matrice M :

* Ce système admet une solution unique ssi (si et seulement si) : dét M ( 0

· Si dét M = 0, comme nous l’avons vu  plus haut, le système est 

soit indéterminé 
[image: image163.wmf], 

soit impossible 
[image: image164.wmf]  .


b) Cas d’une matrice 3 x 3 : soit M
[image: image165.wmf]
Par définition : dét M 
[image: image166.wmf] + 
[image: image167.wmf]- 
[image: image168.wmf]+ 
[image: image169.wmf]          .

 Soit : dét M  = a. (ei - fh) – b. (di - fg) + c. (dh - eg) = (aei + bfg + cdh) – (afh + bdi + ceg).

Définition :

La sous-matrice 
[image: image170.wmf] est nommée « le mineur de a » (dans M) ; elle se déduit de M par suppression de la 1ère ligne et de la 1ère colonne.

Dans la définition ci-dessus :

a, qui est en ligne 1, et en colonne 1, est multiplié par (-1)
[image: image171.wmf] =  1

b, qui est en ligne 1, et en colonne 2, est multiplié par (-1)
[image: image172.wmf] = -1

c, qui est en ligne 1, et en colonne 3, est multiplié par (-1)
[image: image173.wmf] =  1

Plus généralement, la « signature » d’un élément de M en ligne i et en colonne j est par définition : (-1)
[image: image174.wmf]
Dans la définition ci-dessus, on dit que l’on a : « développé le déterminant de M suivant la première ligne ».

Exercice : Montrer qu’on a aussi: dét M
[image: image175.wmf] 
[image: image176.wmf] 
[image: image177.wmf] 
[image: image178.wmf]. 

En effet : Dét M = a.(ei – fh) –d. (bi - hc) +g. (bf – ce) = (aei + cdh + bfg) – (afh +bdi + ceg).

On dit dans ce cas « qu’on a développé le déterminant de M suivant la première colonne ».

Remarque : la matrice identité pour le cas 3 x 3 est :

I
[image: image179.wmf]; on vérifie que dét M = 1.

· Propriété (admise) :

On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant à une ligne quelconque une combinaison linéaire d’autres lignes. De même en ajoutant à une colonne quelconque une combinaison linéaire d’autres colonnes.

· Régle de Sarrus

Pour calculer un déterminant ∆ d’ordre 3, on recopie au dessous de ∆ ses deux premières lignes. (Cf figure en page suivante)

On calcule les trois produits (cf : les 3 parallèles à la diagonale principale) et on les ajoute : aei + dhc + gbf.

On calcule les 3 produits suivants (cf : les 3 parallèles à l’autre diagonale) et on les soustrait : - ceg - fha - ibd.

On vérifie aisément que :

∆ = (aei + cdh + bfg) - (ceg + afh + bdi). 

Cette méthode de calcul est pratique si les coefficients a,b,…,i sont instanciés numériquement (et encore davantage si certains coefficients sont nuls).


  a        b        c


  d        e        f



  g        h        i


       -ceg       a        b       c         +aei

      

       -fha         d      e      f          +dhc

      -ibd
                                +gbf


c) Cas d’une matrice m x m (m 
[image: image180.wmf] 4)

On définit le déterminant récursivement : 

 Ainsi si M = 
[image: image181.wmf], on peut calculer dét M en développant suivant la 1ère ligne :

dét M = 
[image: image182.wmf]+ (-1)
[image: image183.wmf] + (-1)
[image: image184.wmf]
           
[image: image185.wmf] (-1)
[image: image186.wmf].

Ainsi le calcul de dét M se ramène au calcul de quatre déterminants d’ordre 3.

NB : dét M peut aussi se calculer en développant suivant la 1ère colonne  

dét M = (-1)
[image: image187.wmf] a
[image: image188.wmf] . dét P
[image: image189.wmf] + (-1)
[image: image190.wmf] a
[image: image191.wmf] . dét P
[image: image192.wmf] + --- + (-1)
[image: image193.wmf] a
[image: image194.wmf]. dét P
[image: image195.wmf].

Mais dét M peut aussi se calculer suivant la ligne k : 

Soit : dét M = 
[image: image196.wmf](-1)
[image: image197.wmf]. a
[image: image198.wmf] . dét P
[image: image199.wmf]    ,     où dét P
[image: image200.wmf] est le « mineur » de a
[image: image201.wmf] : c’est par définition le déterminant de la sous-matrice déduite de M en y supprimant la ligne k et la colonne l. On nomme « cofacteur » de a
[image: image202.wmf], le déterminant C
[image: image203.wmf] = (-1)
[image: image204.wmf] . dét P.

NB: dét M peut aussi se calculer en développant suivant la colonne h (où 1 
[image: image205.wmf] h 
[image: image206.wmf] m) :

dét M = 
[image: image207.wmf](-1)
[image: image208.wmf] . a
[image: image209.wmf] . dét P
[image: image210.wmf]
Remarque 1 : On en déduit que si une matrice M comporte une ligne (ou une colonne) de zéros, alors son déterminant est nul :dét M = 0

Remarque 2 : il en résulte que le déterminant de la matrice M est égal au déterminant de sa matrice transposée (notée le plus souvent 
[image: image211.wmf]M ou bien  M), obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de M.

Rappel : pour m = 4, la transposée de M est :     

  
                                                              
[image: image212.wmf]   = 
[image: image213.wmf]M           .

Exercice 1 : prouver que dét I = 1, pour tout m.

Exercice 2 :calculer dét M pour   M =    
[image: image214.wmf]
Indication : développer suivant la 2e ligne (pour profiter des deux éléments nuls) ; 

réponse : dét M = 0 ; en effet :

dét M =(-1)
[image: image215.wmf] + (-1)
[image: image216.wmf] 

                      = 0                                         =1

          + 
[image: image217.wmf].

                         =2                                      =0

Il reste à calculer 2 déterminants : le mineur de a
[image: image218.wmf] et celui de a
[image: image219.wmf] (puisque a
[image: image220.wmf]). Vérifier que dét P
[image: image221.wmf] et dét P
[image: image222.wmf] sont nuls ; dét M est donc la somme de quatre termes, dont chacun est nul. D’où dét M = 0. (Ceci provient du fait que la quatrième ligne de M est égale au produit de la première ligne, par -2).


e) Théorème : soit un système de m équations à m inconnues, de matrice M. 

Ce système admet une solution unique ssi (si et seulement si) dét M ( 0. 

On dit alors que c’est un « système de CRAMER » (du nom d’un mathématicien suisse du 18e siècle, un des fondateurs de la géométrique analytique).


Exemple : pour m = 2, on pose M =   
[image: image223.wmf]  ; on a vu plus haut que si ad – bc est ( 0 

( donc dét M ( 0), le système       
[image: image224.wmf]admet pour solution :

x 
[image: image225.wmf]  = 
[image: image226.wmf] =    
[image: image227.wmf]        et    x
[image: image228.wmf] = 
[image: image229.wmf]  =   
[image: image230.wmf]
Exercice : Vérifier en reportant ces valeurs dans (1) et (2). 

Rappel : Géométriquement, cela signifie que la droite D
[image: image231.wmf] (d’équation (1)) et D
[image: image232.wmf] (d’équation (2)) ont un point d’intersection dont les coordonnées x
[image: image233.wmf] et x
[image: image234.wmf] sont la solution unique du système.

NB   : On peut généraliser pour un système de Cramer d’ordre m, la forme résultat ci-dessus. Ainsi 

pour m = 3 le système s’écrit:     
[image: image235.wmf]    
[image: image236.wmf]

Si (   =   
[image: image237.wmf]   ( 0, ce système admet la solution unique :

x
[image: image238.wmf]   
[image: image239.wmf]     x
[image: image240.wmf]     x
[image: image241.wmf]
Géométriquement cela signifie que les 3 plans d’équation, (2) et (3) se coupent en un point dont les coordonnées x
[image: image242.wmf], x
[image: image243.wmf] et x
[image: image244.wmf] sont la solution unique du système.

Et pour l’ordre m, on a :   x
[image: image245.wmf]  
[image: image246.wmf], où la matrice M
[image: image247.wmf] se déduit de M en remplaçant sa colonne j par la colonne :     
[image: image248.wmf]      , dite « des seconds membres ». Mais ces formules qui ont certes l’avantage de donner la solution générale, conduisent à de lourds calculs…

On leur préfère, pour résoudre un système linéaire des méthodes de calcul itératives (cf plus bas).

Propriété (admise):

On ne change pas la valeur d’un déterminant si l’on ajoute à une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes (ou si l’on ajoute à une ligne une combinaison linéaire des autres lignes).

Exemple : Pour le calcul de dét M dans l’exercice précédent on peut multiplier la 2e colonne par -2 et l’ajouter à la 3e colonne ; ainsi la seconde ligne de dét M comportera trois termes nuls : en développant dét M (qui est d’ordre 4), suivant cette 2ème ligne  on se ramène à celui d’un déterminant d’ordre 3 :

dét M =   
[image: image249.wmf] = 
[image: image250.wmf] ici a
[image: image251.wmf] et   
[image: image252.wmf]
dét M = - a
[image: image253.wmf] dét P
[image: image254.wmf] + a
[image: image255.wmf] dét P
[image: image256.wmf] -  a
[image: image257.wmf] dét P
[image: image258.wmf] + a
[image: image259.wmf] dét P
[image: image260.wmf] = a
[image: image261.wmf] dét P
[image: image262.wmf] = dét P
[image: image263.wmf]
dét M = + dét P
[image: image264.wmf] =

[image: image265.wmf]    . 

Dans dét P
[image: image266.wmf] on  ajoute 5 fois la colonne 1 à la colonne 2 et une fois la colonne 1 

à la colonne 3.

Il vient : dét P
[image: image267.wmf] =  
[image: image268.wmf]   . On développe alors dét P
[image: image269.wmf] suivant la première ligne ; 

P
[image: image270.wmf] = +1 . 
[image: image271.wmf]  = 0, soit dét M = 0.

NB : Cette valeur nulle était prévisible ; en effet, si dans un déterminant une ligne est égale à une combinaison linéaire des autres lignes (idem pour une colonne), alors on peut aisément démontrer que ce déterminant est nul. Ici la 4ème ligne de M se déduit de la 1ère en la multipliant par                -2 :  -2 x 
[image: image272.wmf] = 
[image: image273.wmf]
Théorème : le déterminant d’un produit de matrices est égal au produit de leur déterminant : dét (A . B) = (dét A) . (dét B)

: à vérifier pour A =    
[image: image274.wmf]    et B =   
[image: image275.wmf]    :

En effet, dét A = 2 et dét B = 3 ; dét A.B = 
[image: image276.wmf]  = 3 – (-3) = 6.


 Résolutions itératives d’un système de Cramer

Dans la solution générale d’un système de Cramer d’ordre n, les calculs, s’il sont menés comme ci-dessus, se révèlent excessivement longs il faut calculer n déterminants, chacun d’ordre n-1.

Quand les coefficients a
[image: image277.wmf] sont instanciés par des valeurs numériques, les méthodes itératives de Gauss ou de Gauss-Jordan sont beaucoup plus rapides (de complexité O (n
[image: image278.wmf]) : elles sont exposées ci-dessous :

· Méthode d’élimination de GAUSS


(I)    1
[image: image279.wmf]    (1)   on a cerclé le « pivot » pour l’élimination de x
[image: image280.wmf], 

        2x
[image: image281.wmf] + 3x
[image: image282.wmf]+ 4x
[image: image283.wmf] = 13  (2)  il vaut 1 : la division de (1) par le pivot ne change donc pas 

        1.x
[image: image284.wmf]+ 5x
[image: image285.wmf]+ 7x
[image: image286.wmf] = 18  (3)  la 1ère équation :        (1’) 
[image: image287.wmf] (1) ici. 

On tire de (1) l’expression de x
[image: image288.wmf] soit   x
[image: image289.wmf] = 
[image: image290.wmf] que l’on reporte dans (2) et 

dans (3).



pivot

Ceci est équivalent à diviser chaque membre de (1) par a
[image: image291.wmf]  (ici = 1), qui est le coefficient « PIVOT » de cette itération ; on obtient (1’) : x
[image: image292.wmf]. Puis à annuler les coefficients de x
[image: image293.wmf] dans (2) et (3), en faisant une combinaison linéaire :

(2’) = (2) – 2x (1’) (car a
[image: image294.wmf])   et  (3’) = (3) – 1x (1’) (car a
[image: image295.wmf] = 1). Il vient : 

(I’)  1 . x
[image: image296.wmf]  . x
[image: image297.wmf] +  3 . x 
[image: image298.wmf]= 9      (1’)                    (2’) et (3’) forment alors un système de 2 
              - 1   . x
[image: image299.wmf] -  2 .  x
[image: image300.wmf] = -5    (2’)                    équations à 2 inconnues.
                         3    . x
[image: image301.wmf] + 4 . x
[image: image302.wmf]   = 9     (3’)

Passons à l’élimination de x
[image: image303.wmf] dans ce sous-système : on divise chaque membre de (2’) par le pivot (-1) , ce qui donne (2’’). Puis on calcule (3’) + 2 x (2’), ce qui équivaut à 

(3’) - 3 x (2’’), ce qui donne (3’’) :


(I’’)      x
[image: image304.wmf] + 2     x
[image: image305.wmf] = 5      (2’’)            Dans (3’’) la division par le pivot -2 fournit  x
[image: image306.wmf] = 3     ; 

                     -2    x
[image: image307.wmf] = - 6    (3’’)            On remonte alors à (2’)  
[image: image308.wmf] x
[image: image309.wmf] = -1


                                          Puis on remonte à (1)     
[image: image310.wmf]                    x
[image: image311.wmf] = 2

NB : Pour un système qui ne serait pas de Cramer, on trouverait lors d’une des éliminations un pivot nul : on arrêterait alors la résolution.

· Méthode d’élimination de GAUSS-JORDAN

· La première itération est identique à celle de GAUSS, on élimine x
[image: image312.wmf] :

        

           1
[image: image313.wmf]  =  9        (1)                   1 x
[image: image314.wmf]   x
[image: image315.wmf] +  3 x
[image: image316.wmf]   =  9     (1’)
(I)       2x
[image: image317.wmf]+   3x
[image: image318.wmf] +  4x
[image: image319.wmf]  = 13       (2)        
[image: image320.wmf]           - 1   x
[image: image321.wmf]  -  2 x
[image: image322.wmf]   = -5    (2’)          (I’)
           1.x
[image: image323.wmf]+  5x
[image: image324.wmf] +  7x
[image: image325.wmf]  = 18       (3)                        3   x
[image: image326.wmf] +  4 x
[image: image327.wmf]   =  9     (3’)

· Pour la seconde itération, à l’aide de (2’), on élimine x
[image: image328.wmf] dans (3’) mais aussi dans (1’) ;

 le pivot vaut -1 : On divise chaque membre de (2’) par ce pivot, ce qui donne (2’’) :


Elimination      x
[image: image329.wmf]       +       x
[image: image330.wmf]     = -1    (1’’)             Elimination     x
[image: image331.wmf]                   =      2

de x
[image: image332.wmf] :                    x
[image: image333.wmf]   + 2    x
[image: image334.wmf]     =  5     (2’’)                    de x
[image: image335.wmf] :            x
[image: image336.wmf]           =   -1

(I)’’                                    -2   x
[image: image337.wmf]     = -6     (3’’)                                                  x
[image: image338.wmf]     = 3


-    Pour la 3ème itération le pivot vaut -2 ; on élimine x
[image: image339.wmf] dans (2’’) et (3’’).

On obtient donc x
[image: image340.wmf] = 2, x
[image: image341.wmf] = -1, x
[image: image342.wmf] = 3 sans avoir à effectuer une « remontée ».

NB : La méthode de GAUSS-JORDAN pour la résolution de systèmes m équations linéaires à m inconnues est un peu moins rapide que celle de GAUSS. Mais nous verrons ultérieurement que la méthode de GAUSS-JORDAN est la plus efficace dans le calcul de l’inverse d’une matrice. Cependant les deux méthodes sont en O (m
[image: image343.wmf]).

Élimination de Gauss et décomposition 
[image: image344.wmf]

Soit M une matrice inversible (dét 
[image: image345.wmf]) de taille m x m, 
[image: image346.wmf] admet une décomposition de la forme 
[image: image347.wmf]où 
[image: image348.wmf] est une matrice triangulaire inférieure et 
[image: image349.wmf] une matrice triangulaire supérieure.

Dans ce cas, résoudre le système  de Cramer 
[image: image350.wmf]  équivaut à résoudre 
[image: image351.wmf]  ce qui peut s’écrire 
[image: image352.wmf]
On pose alors 
[image: image353.wmf] on résout facilement le système triangulaire 
[image: image354.wmf] : 
[image: image355.wmf]. On substitue alors la valeur de 
[image: image356.wmf] dans la deuxième ligne pour avoir 
[image: image357.wmf] et ainsi de suite, par descente de 
[image: image358.wmf] à 
[image: image359.wmf].

Une fois calculé le vecteur 
[image: image360.wmf], il faut encore résoudre 
[image: image361.wmf]. Encore une fois, cette résolution est simple car le système est triangulaire supérieur. On a donc 
[image: image362.wmf] et on calcule successivement les autres valeurs par remontée de 
[image: image363.wmf] à 
[image: image364.wmf].


Exemple :


[image: image365.wmf] = 
[image: image366.wmf] .
[image: image367.wmf]

Soit le système  
[image: image368.wmf]

On pose 
[image: image369.wmf] On résout le système 
[image: image370.wmf]

[image: image371.wmf]  
[image: image372.wmf]

On doit maintenant résoudre 
[image: image373.wmf]

[image: image374.wmf]  
[image: image375.wmf]
Exercice : Présenter l’élimination de GAUSS sous la forme M = L . U où L est une matrice triangulaire inférieure et L, une matrice triangulaire supérieure ; (en anglais : L pour « lower » et U pour «  upper »).

INVERSE D’UNE MATRICE

Etant donnée une matrice M (de format m x m) dont le déterminant (dét M) n’est pas nul, on montre qu’il existe une seule matrice, notée M
[image: image376.wmf] telle que :

M . M
[image: image377.wmf] = I = M
[image: image378.wmf] . M
                                                                                      x            h
 M
[image: image379.wmf] s’appelle « l’inverse » de M.                             
[image: image380.wmf]       
[image: image381.wmf]
Cela revient à dire que le système d’équations : M . 
[image: image382.wmf]   =  
[image: image383.wmf]  ,   soit M . x = h  ,

a une solution et une seule : c’est un système de Cramer. M est alors dite « régulière » ou « inversible »

· Cas m = 2 : inverse d’une matrice M =  
[image: image384.wmf] telle que dét ( 0. 

Le déterminant de M vaut : ad - bc. On a :


 M
[image: image385.wmf]=
[image: image386.wmf]
On vérifie que M
[image: image387.wmf] . M = M . M
[image: image388.wmf]= 
[image: image389.wmf] = I 

Ainsi M
[image: image390.wmf] s’obtient facilement : il suffit de transposer les 2 éléments de la diagonale principale et de laisser à leur place les 2 autres éléments, mais de les multiplier par -1, puis de les diviser chacun des 4 éléments par  ∆ = ad – bc.

Exemple : M = 
[image: image391.wmf] ; dét M = 3 x 1 – (-1) x (-1) = 2  ;  d’où M
[image: image392.wmf] = 
[image: image393.wmf] ; notons que dét M
[image: image394.wmf] = 
[image: image395.wmf] ; on vérifie ainsi que dét M.dét M
[image: image396.wmf]= dét I = 1 :

Remarque :On a appris que : dét (A . B) = dét A . dét B . Ici en prenant A = M et B = M
[image: image397.wmf], il vient : dét M . dét M
[image: image398.wmf] = dét I = 1. Autrement dit : dét M
[image: image399.wmf] est égal à l’inverse de dét M :

dét M
[image: image400.wmf] = 
[image: image401.wmf]M
· Conséquence : si l’on connaît l’inverse M
[image: image402.wmf]d’une matrice M,
 (donc : dét M ( 0), alors le système de CRAMER de m équations à m inconnues : M . x = h admet pour solution unique : 



x = M
[image: image403.wmf] . h

En effet : soit M . x = h ; multiplions chaque membre à gauche par M
[image: image404.wmf] ; il vient :

 M
[image: image405.wmf] . (M . x) = M
[image: image406.wmf] . h.

 Puisque le produit de matrices est associatif, on a : 

(M
[image: image407.wmf]. M) . x = (M
[image: image408.wmf] . h

Or  M
[image: image409.wmf] . M  = I   et   I . x  =  x ; d’où :   x = M
[image: image410.wmf] . h

Exemple :

3x
[image: image411.wmf], 



donc M=
[image: image412.wmf], dét M = 2 (( 0) : ce système est de Cramer.

 -x
[image: image413.wmf] 

 On sait que M
[image: image414.wmf] ;d’où :     
[image: image415.wmf].
[image: image416.wmf]  
[image: image417.wmf]   
[image: image418.wmf]       .

· Comment calculer numériquement l’inverse d’une matrice ?

· Cas m = 2 : trivial
En effet si M = 
[image: image419.wmf] et ad - bc ( 0 on vient de voir que : M
[image: image420.wmf]        .
NB : C’est le seul cas où l’on peut donner une expression lisible littérale d’une matrice inverse. Pour m = 3 l’expression littérale de M
[image: image421.wmf] est trop lourde.

· Cas m
[image: image422.wmf] :
Dès que M est de format m x m avec m
[image: image423.wmf], on abandonne l’idée d’obtenir une formule simple exprimant M
[image: image424.wmf] littéralement. On calcule alors M
[image: image425.wmf] numériquement par un algorithme itératif : 

nous allons voir comment on peut calculer l’inverse d’une matrice, par la méthode d’élimination de GAUSS-JORDAN :

Soit la matrice M=  
[image: image426.wmf] . Soit x=
[image: image427.wmf] et y =
[image: image428.wmf] . (vérifier que dét M = 2, donc ( 0).

Nous associons à M le système littéral M . x = y, qui exprime y
[image: image429.wmf] et y
[image: image430.wmf] en fonction de x
[image: image431.wmf]. Inversement, cherchons à exprimer x
[image: image432.wmf] et x
[image: image433.wmf] en fonction de y
[image: image434.wmf] en supposant que M est régulière (c’est-à-dire dét M ( 0 ; c’est le cas ici puisque dét M = 2 pour notre exemple) ; pour ce faire, multiplions M . x = y à gauche par M
[image: image435.wmf] : il vient x = M
[image: image436.wmf] . y ; puisque y est un vecteur littéral (nous n’avons pas instancié y
[image: image437.wmf] et y
[image: image438.wmf]), ce système permet d’obtenir M
[image: image439.wmf].


Exemple :                      1 x
[image: image440.wmf]  
[image: image441.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image442.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image443.wmf]  
[image: image444.wmf]       (1)    on commence par éliminer x
[image: image445.wmf] dans (2)

élimination                     
[image: image446.wmf]       (2)    et dans (3) ; pour cela on calcule 

de x
[image: image447.wmf]                                 
[image: image448.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image449.wmf]         (3)   (2’)= (2) – 2x(1) et (3’) = (3) -1x(1) 

           

                    (on a profité du fait que le pivot vaut 1).

                        
[image: image450.wmf] 
[image: image451.wmf] 
[image: image452.wmf]                    (1’)              

Elimination                             
[image: image453.wmf] 
[image: image454.wmf]         (2’) 

 de x
[image: image455.wmf]                                       
[image: image456.wmf] 
[image: image457.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image458.wmf]     (3’) 

                          
[image: image459.wmf]   
[image: image460.wmf]          (1’’) 

Elimination                             
[image: image461.wmf]            (2’’)

 de x
[image: image462.wmf]                                        
[image: image463.wmf]      
[image: image464.wmf]   
[image: image465.wmf]   (3’’)

Pour éliminer x
[image: image466.wmf], on commence par diviser (2’) par le pivot -1 : ce qui donne (2’’). Puis on élimine x
[image: image467.wmf] dans (1) et (3’’) : on calcule (1’’) = (1) + 2 x (2’)   et   (3’’) = (3’) + 3 x (2’). 

Enfin on divise (3’’) par le pivot -2, ce qui donne (3’’’) ; puis on élimine x
[image: image468.wmf] dans (1’’) et (2’’) en calculant :

(1’’’) = (1’’) 
[image: image469.wmf] et (2’’’) = (2’’) + 1 x (3’’).

Finalement on obtient :


                         
[image: image470.wmf]                 (1’’’)

                          
[image: image471.wmf]                   (2’’’)

                          
[image: image472.wmf]              (3’’’)

Ce dernier système s’écrit matriciellement : x = 
[image: image473.wmf] . y c’est-à-dire : 

x = M
[image: image474.wmf] . y  .   D’où   M
[image: image475.wmf] = 
[image: image476.wmf].

Nous laissons au lecteur de vérifier numériquement que : M
[image: image477.wmf] . M =
[image: image478.wmf] = I
(C’est rapide, et plus prudent !)

Remarque : Supposons que l’on applique la méthode de GAUSS-JORDAN à une matrice M’ non régulière (dét M’ = 0). Pour cela il suffit qu’une ligne de M’, soit une combinaison linéaire des autres lignes.


Exemple :     
[image: image479.wmf] 
[image: image480.wmf] + 2 
[image: image481.wmf] + 3 
[image: image482.wmf]  
[image: image483.wmf]         (1)

On vérifie que les coefficients de la 3ème 

                     
[image: image484.wmf] 
[image: image485.wmf] + 3 
[image: image486.wmf] + 4 
[image: image487.wmf]  
[image: image488.wmf]        (2)

 ligne sont le résultat de la combinaison 

                     4 
[image: image489.wmf] + 7 
[image: image490.wmf] + 10
[image: image491.wmf]         (3)

 linéaire : 2 x (1) + 1 x (2) = (3).

Commençons l’application de la méthode de GAUSS-JORDAN : Dans (1) le pivot vaut 1, on élimine x
[image: image492.wmf].


                                     
[image: image493.wmf]   2  
[image: image494.wmf] +
[image: image495.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image496.wmf]                   (1’)

 D’où :                                      1   
[image: image497.wmf]           (2’)

                                                    -
[image: image498.wmf]   +y
[image: image499.wmf]      (3’)


Puis éliminons x
[image: image500.wmf] ; le pivot est à nouveau égal à 1:      x
[image: image501.wmf]            +x
[image: image502.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image503.wmf]
                                                                                           
[image: image504.wmf]
                                                                                                     
[image: image505.wmf]
Le pivot alors vaut 0 : il est impossible d’exprimer x
[image: image506.wmf] : Fin

Conclusion : Si l’on applique l’élimination de GAUSS-JORDAN à une matrice non régulière (dét M = 0) alors lors M
[image: image507.wmf] n’existe pas : lors d’une itération, le pivot sera nul (et l’on arrête donc la procédure).

Théorème : On peut montrer, que pour M quelconque, le produit des pivots dans l’élimination est égal au déterminant de M. 

Ainsi, dans l’exemple de la page précédente, les pivots successifs valaient : 1, puis -1, puis -2   1 x (-1) x (-2) = 2. On retrouve bien le déterminant de M ; tandis que ci-dessus on a : 

dét M’ = 1 x (-1) x 0 = 0. 

Le théorème est vrai aussi pour l’élimination de GAUSS.

NB : Avec le théorème ci-dessus, on peut donc, pour calculer le déterminant d’une matrice A, de format m x m, effectuer une élimination de GAUSS-JORDAN en notant à chaque itération la valeur du pivot . Le produit de ces pivots nous donne la valeur du déterminant. 

La complexité de cette méthode de calcul d’un déterminant est 0 (m
[image: image508.wmf]). 

On peut aussi calculer l’inverse d’une matrice A régulière, par l’élimination de 

GAUSS-JORDAN, mais sans employer de seconds membres (qui plus haut de plus des littéraux).

Soit A = 
[image: image509.wmf] ; 

on écrit à droite de A la matrice d’identité I, ici de format 3x3 :

T
[image: image510.wmf] :     
[image: image511.wmf]  
[image: image512.wmf] I

Matriciellement ce tableau T
[image: image513.wmf] s’écrit A . x + I . t   où  x 
[image: image514.wmf] et t 
[image: image515.wmf]. 

Eliminons x
[image: image516.wmf] : il vient le tableau T
[image: image517.wmf] :

T
[image: image518.wmf] :     
[image: image519.wmf]    
[image: image520.wmf]                

Puis éliminons x
[image: image521.wmf] : il vient le tableau T
[image: image522.wmf] (rappel : à chaque itération on divise la ligne du pivot par le pivot, égal ici à -1)


T
[image: image523.wmf]      
[image: image524.wmf]     
[image: image525.wmf]


Enfin éliminons x
[image: image526.wmf] : il vient T
[image: image527.wmf] ; le pivot est égal à -2


T
[image: image528.wmf] :   
[image: image529.wmf]       
[image: image530.wmf]


T
[image: image531.wmf] peut s’écrire I . x + B . t : pour obtenir T
[image: image532.wmf] on peut donc multiplier T
[image: image533.wmf] = A . x + I . t, à gauche par A
[image: image534.wmf] et identifier le résultat :

A
[image: image535.wmf] . T
[image: image536.wmf] = A
[image: image537.wmf] . A . x + A
[image: image538.wmf] t = I . x + A
[image: image539.wmf] . t d’où : I . x + B . t = T
[image: image540.wmf].
On a donc B = A
[image: image541.wmf], soit numériquement :

                A
[image: image542.wmf] =    
[image: image543.wmf].


Exercice 1    : Montrer qu’on passe de T
[image: image544.wmf] à T
[image: image545.wmf], en multipliant T
[image: image546.wmf] à gauche par la matrice dite « d’élimination de Gauss-Jordan » : E
[image: image547.wmf], où E
[image: image548.wmf]= 
[image: image549.wmf], 

en notant 
[image: image550.wmf] le premier pivot : ici 
[image: image551.wmf]=1. Autrement dit : T
[image: image552.wmf] = E
[image: image553.wmf] . T
[image: image554.wmf].
NB : la matrice E
[image: image555.wmf] diffère de la matrice I, par une seule colonne ; ici le pivot 
[image: image556.wmf] est dans la première ligne de T
[image: image557.wmf] : c’est alors la première colonne de E
[image: image558.wmf] qui ne sera pas « unitaire » 

(c’est-à-dire comme dans I) : cette colonne est constituée comme suit : 

Sur la diagonale on a : 
[image: image559.wmf] = 
[image: image560.wmf] ; les autres éléments de cette colonne de E
[image: image561.wmf] sont déduits de la 1ère colonne de T
[image: image562.wmf] en multipliant chacun par -1 et en les divisant par 


[image: image563.wmf](ici =1).

Exercice 2   : Montrer qu’on a : T
[image: image564.wmf]E
[image: image565.wmf]. T
[image: image566.wmf] où E
[image: image567.wmf] = 
[image: image568.wmf], car 
[image: image569.wmf].

Exercice 3   : Puis que : T
[image: image570.wmf] = E
[image: image571.wmf] . T
[image: image572.wmf] où E
[image: image573.wmf] = 
[image: image574.wmf], car 
[image: image575.wmf]
Exercice 4   : Vérifier que : dét A = 2 ; on rappelle que : dét A = 
[image: image576.wmf] . 
[image: image577.wmf] . 
[image: image578.wmf].

 

Remarque :     T
[image: image579.wmf] = E
[image: image580.wmf] . E
[image: image581.wmf] . E
[image: image582.wmf] . T
[image: image583.wmf] entraîne ;  A
[image: image584.wmf]E
[image: image585.wmf]. E
[image: image586.wmf] . E
[image: image587.wmf]
                        soit T
[image: image588.wmf] = A
[image: image589.wmf] . T
[image: image590.wmf]
Vérifiez le numériquement 

NB : En programmation linéaire dans la « méthode révisée du simplexe » on utilise cette « forme produit » de l’inverse.

Complément sur l’inverse d’une matrice

On peut donner l’expression générale de l’inverse M
[image: image591.wmf] d’une matrice M (littérale), mais elle n’est guère opérationnelle…

Rappelons que le mineur P
[image: image592.wmf] de l’élément a
[image: image593.wmf] d’une matrice M (m x m) s’obtient en supprimant la ligne i et la colonne j dans la matrice de M.

Le « cofacteur C
[image: image594.wmf] » de l’élément a
[image: image595.wmf] est le produit du déterminant du mineur P
[image: image596.wmf] par « sa signature », qui est par définition: (-1)
[image: image597.wmf]    . Soit   C
[image: image598.wmf] = (-1) 
[image: image599.wmf]   .  dét P
[image: image600.wmf]
Théorème : l’inverse d’une matrice M de déterminant 
[image: image601.wmf] non nul, est : 

M
[image: image602.wmf] = 
[image: image603.wmf]
Application :

Pour = 3, il vient : M
[image: image604.wmf] = 
[image: image605.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image606.wmf] 

Numériquement pour M = 
[image: image607.wmf]  , il vient :

M
[image: image608.wmf]
Cette façon de calculer M
[image: image609.wmf] est donc à la rigueur, utilisable pour n = 3. Mais elle est déconseillée pour n 
[image: image610.wmf] 4 ; ici le calcul de l’inverse d’une matrice n x n conduit au calcul d’un déterminant d’ordre n (c’est pour 
[image: image611.wmf] = dét M) et de n
[image: image612.wmf] déterminants d’ordre n – 1 (les n
[image: image613.wmf] cofacteurs)… On préfère alors utiliser des méthodes itératives.

NB, la matrice transposée des cofacteurs pour M est égale à la matrice des cofacteurs de la matrice transposée 
[image: image614.wmf]M :


[image: image615.wmf]M = 
[image: image616.wmf] . Ne pas oublier que dét M = dét 
[image: image617.wmf]M :


[image: image618.wmf]
On a donc aussi :

M
[image: image619.wmf]
Ainsi pour calculer M
[image: image620.wmf] on peut commencer par transposer M, pour obtenir 
[image: image621.wmf]M, et dresser la matrice des cofacteurs de 
[image: image622.wmf]M .

Exercice de Réflexion/Compréhension sur la programmation linéaire

1. Une variable d’écart mesure une « distance » entre la solution courante et 

la contrainte associée ........................................................................... .........Vrai ou Faux ?

2. Une variable artificielle mesure une « distance » entre le point courant et 

la contrainte associée   ...................................................................................Vrai ou Faux ?

3. Une variable duale, associée à une contrainte dans le primal, est nulle lorsque 

cette contrainte est saturée …………………………………………….…….Vrai ou Faux ?

4. Une variable duale associée à une contrainte dans le primal, est nulle lorsque cette contrainte est non saturée ……………………………………………….Vrai ou Faux ?

5. Le nombre de variables formant une Base d’un programme linéaire est égale :

a. au nombre de variables dans le problème sous forme canonique……………….

                       ……………………………………………………………………Vrai ou Faux ?

b. au nombre de contraintes dans le problème sous forme canonique……………..

                       ……………………………………………………………………Vrai ou Faux ?

c. à la différence entre le nombre de contraintes et le nombre de variables 

dans le problème sous forme standard F.S. (ou « canonique »)….….Vrai ou Faux ?

6. toutes les variables d’une base sont toujours non nulles ?........................Vrai ou Faux ?

7. En un sommet, toutes les variables « hors base » sont toujours nulles ?..Vrai ou Faux ?

8. Une variable « hors base » ne peut jamais rentrer dans la base ?.............Vrai ou Faux ?

9. Lorsque l’on cherche à faire entrer une variable dans une base, cela revient à :

a. calculer un pas de déplacement….................................................Vrai ou Faux ?

b. déterminer une direction de déplacement......................................Vrai ou Faux ?

c. calculer un pas et déterminer une direction de déplacement.........Vrai ou Faux ?

d. calculer un nouveau sommet….....................................................Vrai ou Faux ?

10. Lorsque l’on cherche à faire sortir une variable dans la base, cela revient à :

a. calculer un pas de déplacement….................................................Vrai ou Faux ?

b. déterminer une direction de déplacement......................................Vrai ou Faux ?

c. calculer un pas et déterminer une direction de déplacement.........Vrai ou Faux ?

d. calculez un nouveau sommet ........................................................Vrai ou Faux ?

11. Lorsque la fonction économique d’un PL est à minimiser (au lieu de maximiser) le 1er critère de Dantzig est modifié ?....…………………………………………………….Vrai ou Faux ?
12. Lorsque la fonction économique d’un PL est à minimiser (au lieu de maximiser) le 2ème critère de Dantzig est-il modifié ?......................................................Vrai ou Faux ?

En Q  on a : x� EMBED Equation.3  ���= 3 et x� EMBED Equation.3  ���= 2
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