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1. Réductions structurelles

Soient 7 une propriété et M un modéle. Vérifier que M satisfait 7 peut se
faire de maniére efficace en définissant un modéle M’, équivalent & M pour la
propriété 7, de telle sorte que la propriété soit plus simple & vérifier sur M’
que sur M.

Cette méthodologie est connue dans le cadre des réseaux de Petri sous le
nom de réduction. Une réduction est une transformation de réseau qui réduit
la taille du réseau tout en préservant un ensemble de propriétés. Trois points
caractérisent une réduction :

1. les conditions d’applications : comment reconnaitre que la réduction est
applicable sur un réseau ;

2. la transformation de réseau : comment est défini le réseau réduit ;

3. les propriétés préservées : le réseau réduit a-t-il le méme comportement
que le réseau initial pour une propriété donnée ?

Parmi les réductions proposées dans [Ber83| nous nous intéresserons dans cette
section aux agglomérations de transitions (pré et post) et & la suppression de
place implicite. Ces réductions offrent en effet un trés bon compromis entre
fréquence d’utilisation, utilité de la réduction et simplicité d’application.

Nous nous attachons ici de plus & définir leurs équivalents dans le cadre des
réseaux de haut niveau.



1.1. Principe d’extension aux réseaux colorés

Différents types de réductions ont été définis pour les réseaux colorés [CMS86],
[Gen91], [Had91]. Nous présentons ici & celles définies dans [Had91]. En effet,
plutot que de définir de nouvelles réductions, I’auteur propose une méthodo-
logie d’extension permettant de construire une réduction «colorée» & partir
d’une réduction ordinaire qu’il applique & quelques réductions classiques. Cette
méthodologie d’extension repose sur les trois principes suivant :

1. se rapprocher des conditions d’applications ordinaires, c’est & dire :

(a) ne pas ajouter de contraintes structurelles par rapport a la définition
ordinaire ;

(b) n’imposer que les conditions fonctionnelles nécessaires au maintien
de I’équivalence entre le réseau réduit et ’original.

2. selimiter aux extensions permettant d’obtenir un réseau coloré réellement
réduit et utilisable :

(a) ne pas augmenter le domaine de couleur des transitions;

(b) n’utiliser pour la définition des nouvelles fonctions de couleur que
des compositions de fonctions de couleur ou de leur inverse.

3. maintenir le méme ensemble de propriétés préservées.

Une fagon simple de procéder est alors d’étudier les conditions sous lesquelles
une réduction colorée peut étre vue comme la synthése d’une série de réduc-
tions ordinaires. Pour cela, on étudie comment reconnaitre directement dans un
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Figure 1. Méthodologie d’extension

réseau coloré les régles d’applications et de transformation liées & ’application
d’une série de réductions dans le réseau déplié ainsi que le résume la figure 1.

En plus des conditions portant simplement sur la structure (une place n’a
qu’une transition en entrée, une transition n’a qu’une seule place donnée en
sortie, ...), il est important de caractériser les fonctions de couleur par rapport
4 la structure qu’elles induisent dans le réseau déplié. En effet, une transition
peut n’avoir qu’une seule place en sortie dans le réseau coloré, alors que dans



le réseau déplié, une instance de cette transition peut avoir un ensemble de
places en sortie ainsi que l'illustre la figure 2. 11 est donc nécessaire de définir

t

All
p:C p(1) p(2) p(n)

réseau coloré réseau déplié

Figure 2. Ezemple de structure modifiée dans le réseau déplié

des conditions suffisantes assurant que le dépliage produira un réseau correct
du point de vue de la structure attendue. Les définitions suivantes répondent
4 ce besoin.

Définition 0.1 (Propriétés de fonction) Une fonction f de C dans Bag(C")
est dite :

— unitaire si et seulement si Ve € C,c' € C', f(¢)(¢) =0 ou f(c)(c') =1;

— orthonormale si et seulement si C = C' et il existe une permutation o
sur C telle que f(c) = o(c);

— quasi-injective si et seulement siVey,co € C, Ve € C', f(e1)(c!) #0 et
fe2)(c) #0 =>c1 = ca.

- quasi-surjective si et seulement si V¢' € C', Ic € C tq f(c)(c') #0;

- quasi-bijective si et seulement si C = C' et Vc € C, 3 € C tq

f(e)(c) #0.

Une fonction unitaire ne peut produire que des valuations égales 4 0 ou & 1
dans le réseau déplié. Une fonction orthonormale est, & une permutation prés,
une fonction identité sur un domaine C'. Quant aux autres caractérisations de
fonction, elles correspondent & la notion usuelle d’application injective, surjec-
tive ou bijective, hormis le fait que ces fonctions vont d’'un domaine vers un
domaine de multi-ensembles. En pratique, la syntaxe des réseaux bien-formés
permet de tester facilement des conditions suffisantes précises pour ces proprié-
tés. Par exemple, une fonction quasi-injective sur un arc reliant une place p et
une transition ¢t ne peut faire intervenir de projection. Il est alors suffisant de
tester que le domaine de t est plus petit (au sens du produit cartésien) que
le domaine de p et que cette fonction est un tuple faisant intervenir toutes les
variables instanciées par la transition ¢ et n’utilisant pas la fonction All sur les
classes de couleur communes au domaine de t et de p.

Nous étudions maintenant ’extension de deux types de réductions : la pré
et la post agglomération de transition et la suppression de place implicite.



1.2. Pré et post-agglomérations de transitions

L’idée de la pré et de la post-agglomération de transitions est de considé-
rer deux ensembles disjoints de transitions (notés H et F') et de définir des
hypothéses permettant d’assurer l’équivalence entre le réseau initial, ot les
transitions de H et de F' seront franchies en séquence, et le réseau réduit, ot
les couples (h, f) seront franchis atomiquement. Pour la pré-agglomération, des
hypothéses structurelles garantissent que ’on peut retarder le franchissement
d’une transition A jusqu’au franchissement d’une transition de F' sans altérer
I’ensemble des propriétés de bases. Ce franchissement peut alors se faire ato-
miquement, ce qui a pour conséquence de supprimer un état intermédiaire et
donc de réduire la taille du graphe des marquages accessibles. De méme, pour la
post-agglomération, des hypothéses structurelles assurent que I’on peut avancer
le franchissement d’une transition f dés que l'on a franchi une transition de H.
On peut également considérer que ce franchissement est atomique.

Pré-agglomération de transitions

Pour cette réduction on considére une transition h et un ensemble de tran-
sitions F' (n’incluant pas h).

Avant de présenter la pré-agglomération colorée, nous rappelons les condi-
tions d’application de cette réduction dans le cas des réseaux ordinaires.

Les conditions structurelles suivantes garantissent qu’il est équivalent de
considérer qu’il y a un état intermédiaire entre le franchissement de h et d’une
transition de F' ou de considérer que le franchissement des séquence h.f est
effectué de fagon atomique. Le terme équivalent désigne ici équivalent pour le
propriété de base (vivacité, caractére borné, ...) [Ber83], [Ber86].

Définition 0.2 (Transitions ordinaires pré-agglomerables) Soit (R, mg)
un réseau de Petri. Un ensemble de transitions F' est pré-agglomerable avec une
transition h n’appartenant pas a F si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. 1l existe une place p modélisant un état intermédiaire entre le franchisse-
ment de h et d’une transition de F' :

(a) mo(p) =0;
(b) *p={h} etp*=F;
(¢) Post(p,h) =1
(d) Vf € F,Pre(p, f) = 1.
2. h ne produit des marques que dans p : h® = {p};



3. h n’est en conflit avec aucune autre transition :Vq € *h, ¢* = {h};

4. h a au moins une pré-condition : *h # (.

La premiére hypothése garantie que toute occurrence de franchissement
d’une transition f de F est précédée du franchissement de h. La seconde assure
que h n’est utile que pour le franchissement d’une transition de F'. La troisiéme
implique que si h est franchissable alors elle le reste jusqu’a ce qu’elle soit fran-
chie (h peut donc étre retardée). Enfin la quatriéme hypothése permet d’assurer
I’équivalence pour le caractére borné entre le réseau réduit et ’original.

Définition 0.3 (Réseau pré-aggloméré) Une pré-agglomération sur le ré-
seau (R, mg) produit le réseau réduit (R,,mo,) défini par :

1. Places et transitions du réseau réduit :
- P, =P\{p}, T, =T\ {h};
- Vq € PTamOT(q) = mO(Q)

2. Pré et Post conditions inchangées : Vt € T,
- Vq € P,, Post,(q,t) = Post(q,t)
- VYq € P.\ *h, Pré.(q,t) = Pré(q,t)

3. Nowvelles pré-conditions :Vf € F,¥q € *h,
Pré.(q, f) = Pré(q,h)

L’extension de cette réduction aux réseaux colorés se fait en ajoutant aux
conditions portant sur la structure des conditions portant sur les domaines et
les fonctions de couleur (conditions 1.c, 1.d et seconde partie de la condition 3).
Nous justifierons par quelques exemples la nécessité de ces nouvelles conditions.

Définition 0.4 (Transitions pré-agglomerables) Soit (CN,mg) un réseau
coloré. Un ensemble de transitions F' est pré-agglomerable avec une transition h
n’appartenant pas 4 F si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. Il existe une place p modélisant un état intermédiaire entre le franchisse-
ment de h et d’une transition de F :

(a) mo(p) =0;
(b) *p={h} etp* =F;
(¢) C(p) = C(h) et Post(p, h) est une fonction de couleur orthonormale ;

(d) Nf € F,Pré(p,f) est une fonction de couleur unitaire et quasi-
surjective.

2. h n’a que p comme post-condition : h® = {p};

3. h n'est en conflit avec aucune autre transition :¥q € *h, ¢®* = {h} et
Pré(q, h) est une fonction de couleur quasi-injective ;



4. h a au moins une pré-condition : *h # ().

Les deux petits exemples suivants illustrent ’obligation d’ajouter aux condi-
tions de structures des conditions sur les fonctions de couleur. Sur le premier
(figure 3), la fonction Post(p, h) = All — X n’est pas orthonormale. Comme on
le voit, le réseau déplié (modéle de droite de la figure 3) n’a pas une structure
correcte pour la pré-agglomération.

acC ad)
<X>
h:C h(1)
<All-X>
p: C p(3)
<X>
f.C f(2) f(3)

Figure 3. La fonction Post(p,h) doit étre orthonormale

Sur le deuxiéme exemple (figure 4), on voit qu’une fonction non quasi-
injective génére un conflit entre des instances de h dans le réseau déplié. De

g C q(1) a2 a3

<X>

<X>

p:C p(3)

<X>

f.Cc (1) f(2) f(3)

Figure 4. Les fonction Pré(q,h) doivent étre quasi-injectives

nouveau, le schéma du réseau déplié (modéle de droite de la figure 4) ne défi-
nit pas une structure correcte de pré-agglomération (par exemple, h(1) est en
conflit avec h(2) sur la place r).

Sur ’exemple de la figure 5, les conditions d’application de la réduction sont
vérifiées dans le réseau coloré (modéle de gauche). On constate alors qu'il est
possible d’opérer une série de pré-agglomération ordinaire dans le réseau déplié
(modéle de droite) : agglomération de h(1) avec f(1), puis agglomération de



MY gq  1@YIRIIRY _ gp  (BIEAIEY
h(1) j h(2) he) ]
p:C p(2) P2 p(3)
<X>
el i) ] f(2) (3) L/_I

Figure 5. Les conditions de la Pré-agglomération sont respectées

h(2) avec f(2) et enfin agglomération de h(3) avec f(3). On obtient alors le

(MM qqy  1RDIRAMRY o)  1EHIBDIGI gq roC Gc

%IO
f(1) f(2) f(3) f.C

Figure 6. Réseau aggloméré

réseau ordinaire (modéle de gauche) de la figure 6 qui aprés recoloration donne
le modéle de droite de la méme figure.

Il est bien entendu possible d’effectuer directement la transformation au
niveau du réseau coloré : agglomération de h avec chaque transition de F. La
seule différence entre la définition de la transformation colorée et la version
ordinaire tient dans le fait qu’il faut composer des fonctions afin de définir les
nouvelles pré-conditions des transitions de F' (point 3 de la définition suivante).
En effet, un jeton consommé par le franchissement d’une transition f dans une
place ¢ dans le réseau réduit est un jeton qui était consommé initialement dans
la place p aprés avoir été consommé par h dans ¢ et modifié par la fonction
Post(q, h).

Définition 0.5 (Réseau pré-aggloméré) Une pré-agglomération sur le ré-
seau (CN,mg) produit le réseau réduit (CN,,mg,) défini par :
1. Places et transitions du réseau réduit :
- Pr:P\{p}: Tr:T\{h};
- Vte Tr;vq € Pracr(t) = C(t): Cr(q) = C(q) et mOfr(Q) = m()((I)-
2. Pré et Post conditions inchangées : Vt € T,
- Vq € P,, Post,(q,t) = Post(q,t)
- Vq & *h, Pré.(q,t) = Pré(p,t)
3. Nowvelles pré-conditions :Vf € F,¥q € *h,
Pré, (g, f) = Pré(q, h) o (Post(p, h))~" o Pré(p, f)



La figure 7 propose un exemple plus complexe d’application de cette réduction.

Qq:(:1x(:2xc3 q:C1xC2xC3
<X1, X2, All3>
L Thn
< X1, All2, AlI3 > <All1-X1, X2, AlI3>
< X1, X2>
p:ClxC2 >

<X1,All2> <All1-X1, X2>

f2

Figure 7. Un ezemple de pré-agglomération

Post-agglomération de transitions

Les conditions d’application de la post-agglomération assurent que toute
transition f de F' est immédiatement franchissable aprés le franchissement
d’une transition h de H. De nouveau, les différences entre la version ordi-
naire et colorée ne portent que sur les valuations des arcs autour de p et sur
les domaines de couleur (points 1.c et 1.d) .

De nouveau, avant de donner les conditions d’applications de la réduction
colorée, nous rappelons les conditions d’applications de la version ordinaire.
Ces conditions assurent I’équivalence pour les propriétés de base entre le réseau
réduit et Poriginal [Ber83].

Définition 0.6 (Transitions ordinaires post-agglomerables) Soit (R, my)
un réseaw de Petri. Un ensemble de transitions F' est post-agglomerable avec
un ensemble de transitions H disjoint de F (HNF =) si et seulement si les
conditions suivantes sont vérifiées :
1. 1l existe une place p modélisant un état intermédiaire entre le franchisse-
ment d’une transition de H et d’une transition de F' :

(a) mo(p) =0;
(b) *p=H etp*=F;
(¢) Vh € H, Post(p,h) =1;
(d) Vf € F et Pre(p, f) =11.
1La version originale de Berthelot autorise des valuations hétérogénes. Cependant, ce cas

ne se rencontre pas en pratique et complique inutilement ’extension de cette réduction aux
réseaux colorés.
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2. Les transitions de F' n’ont pas d’autre pré-condition que p : *F = {p};

3. Il existe une transition f de F ayant une post-condition : F* # ().

Comme pour la pré-agglomération, la premiére hypothése garantit un sé-
quencement entre le franchissement des transitions de H et de celles de F. La
seconde hypothése (point clef de la post-agglomération) assure que toute tran-
sition f de F est franchissable dés que p est marquée (on peut donc “avancer”
le franchissement des transitions f). La derniére assure 1’équivalence pour le
caractére borné entre le réseau réduit et le réseau original.

Définition 0.7 (Réseau post-aggloméré) Une post-agglomération sur le ré-
seau (R, mg) produit le réseau réduit (R.,mo,) défini par :
1. Places et transitions du réseau réduit :
P.=P\{ptetT,=TUHXxF)\(HUF);
on note hf la transition (h, f) de H X F ;
2. Partie du réseau inchangée : Vt € T, \ (H x F'), Vq € P,,
- Pré.(q,t) = Pré(q,t) et Post.(q,t) = Post(q,t);
— mo, () = mo(q)
3. Les nouvelles transitions : Vhf € (H x F), Vq € Py,
- Pré.(q,hf) = Pré(q,h) ;
— Post.(q,hf) = Post(q,h) + Post(q, f).

Définition 0.8 (Transitions post-agglomerables) Soit (CN, My) un réseau
coloré. Un ensemble de transitions F' est post-agglomerable avec un ensemble
de transitions H disjoint de F (HNF = () si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifies :

1. 1l existe une place p modélisant un état intermédiaire entre le franchisse-
ment d’une transition de H et d’une transition de F :

(a) mo(p) =0;
(b) *p=H etp* =F;

(c) Vh € H, C(h) = C(p) x C), et Post(p,h) est la composition d’une
fonction de couleur orthonormale sur C(h) et d’une projection de

C(h) dans C(p) ;

(d) Yf € F,C(p) =C(f) et Pré(p, f) est une fonction de couleur ortho-
normale.

2. Les transitions de F' n’ont pas d’autre pré-condition que p : °F = {p};

3. Il existe une transition f de F ayant une post-condition 2 : F* # ().

2Cette condition peut se raffiner en : Ve € C(p), 3f € F, 3q € P, tq Post(q, f)(c) #0
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Dans le réseau aggloméré, les transitions de H et de F' sont fusionnées. Les
valuations prennent en compte ces modifications.

Définition 0.9 (Réseau post-aggloméré) Une post-agglomération sur le ré-
seau (CN, My) produit le réseau réduit (CN,, mg,) défini par :

1. Places et transitions du réseau réduit :
P.=P\{ptetT,=TUHXxF)\(HUF);
on note hf la transition (h, f) de H x F';

2. Partie du réseau inchangée :Vt € T, \ (H x F'), Vq € P,,
= Cr(t) =C(t) et Cr(q) =C(q);
- Pré.(q,t) = Pré(q,t) et Post.(q,t) = Post(q,t);
— mo, (q) = mo(q)

3. Les nouvelles transitions : Vhf € (H x F), Vq € Py,
- Cr(hf) = C(h) ;
- Prér(qa hf) = PTé(Q) h)}
~ Post,(g,hf) = Post(q,h) + Post(q, ) o Pré~"(p, f) o Post(p, h).

Dans le cas ou l'ensemble F' est réduit & un singleton (F = {f}) il est
possible de relacher les contraintes portant sur les fonctions de couleur valuant
les arcs reliant H et la place intermédiaire p (une fonction de couleur unitaire
suffit). De plus, le domaine de couleur de h peut étre quelconque. La condition
1.c se réécrit alors en :

Vh € H, Post(p, h) est une fonction de couleur unitaire;

La définition du réseau réduit est la méme que dans le cas précédant.
L’exemple suivant (figure 8) illustre cette réduction.

hi h2
<All1, X2> ]\\g pé//[ <AlIL-X1, X2> hi h2
<X1,X2> <AL All_2> 2 : %[ <All1-X1, Ali2>

f —_ q

<X1, All2>

@ (b)

Figure 8. Un exemple de post-agglomération
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1.3. Suppression de place implicite

La suppression d’une place implicite consiste & supprimer du réseau une
place qui n’est jamais & elle seule un obstacle au franchissement de transitions.
D’une certaine fagon cette place ne sert & rien. Cette place est caractérisée
par des conditions portant sur le marquage initial (initialement elle ne sert
pas) et des conditions sur l'existence d’un invariant particulier (qui assure que
la condition initiale est toujours vérifiée). L’intérét de cette réduction est de
supprimer une place et donc de simplifier les pré ou les post conditions du
réseau et de permettre ainsi I'application d’autres réductions (par exemple des
agglomérations).

Définition 0.10 (Place implicite) Soit (CN,mg) un réseau coloré. Une place
p est dite implicite si il existe P' C P, avecp ¢ P' tq :

1. Il existe un flot sur le domaine C(p) F = Fp.p— 3, cpr Fq-q avec
— Fp une application linéaire quasi-bijective sur Bag(C(p)) et
— Fq des applications linéaires de Bag(C(q)) vers Bag(C(p)).

2.VteT, Ve € C(2),

Fylmo®) = 3 Fy(mo(@)) = Fp(Pré(p,)(c)) — 3 Fy(Pré(g,)(e,))

qeP! qEP’

La seconde condition assure qu’initialement une place implicite ne peut
empécher le franchissement d’une transition. La premiére condition garantit
que cette hypotheése est reproductible pour tout marquage accessible.

1.4. Exemples d’application

Reprenons ’exemple de la base de données répartie présenté chapitre 7. Sur
ce modéle, on vérifie aisément que la transition t4 est ”post-agglomérable” avec
la transition t3. Le schéma structurel est vérifié : la place Update est en effet
initialement non marquée, sa seule entrée est t3 et sa seule sortie est t4 ; la seule
pré-condition de t4 est la place Update. De plus, les contraintes fonctionnelles
sont elles aussi vérifiées : le domaine de couleur de Update est le méme que
celui de t3 et de t4 et la fonction <X1,X2> est bien une fonction orthonormale.
Aprés application de cette réduction on obtient le réseau de la figure 10 ou
I’on voit que la place Update a disparu et que les transitions t3 et t4 ont été
fusionnées. Sur ce nouveau modéle, il est clair que la place Start Update est
une place implicite; en effet elle sera toujours marquée par A1l1l et ne sera
donc jamais un obstacle au franchissement de la transition t3.t4. Cette place
peut donc étre supprimée sans modifier les propriétés fondamentales du réseau
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Start Modif : C1 Start Update: C1
1Al 1Al
<X1> <X1>
Mess: C1xC2
<x2> 1 <All1-X1,X2> <X1,X2> t3
4 ]
Files: C2 | < X1, X2> <X1,X2>
<X1>
<X1> Wait Acks: C1xC2 Update : C1xC2
<X1,X2>
<X2> <X1,X2>
o Ack : C1xC2
i A <Alll- X1, X2> <X1,X2> — t4

Figure 9. Un modéle de base de données répartie

Start Modif : C1 Start Update : C1

Al AlY

<X1> <X1>

Mess: C1xC2
e <All1-X1,X2> <X1,X2>
1

Files: C2 | <X1,X2> <X1>

<X1>|
Wait Acks : C1xC2

<X2> <X1,X2>

Ack : C1xC2
2 <All1-X1,X2> <X1,X2> G314

B —

Figure 10. Aprés agglomération de t3 et de t4

initial, et le nouveau modéle est décrit figure 11. On voit ici tout 'intérét de
la suppression d’une place implicite. Si cette réduction ne réduit pas la taille
du graphe des marquages accessibles, elle permet ’application de nouvelles
réductions. Sur le modéle précédent, aprés suppression de la place implicite
Start Update, une post-agglomération peut étre effectuée entre t1 et t3.t4
ce qui n’était pas le cas avant la suppression de Start Update. On obtient
alors le modéle de gauche de la figure 12. Sur ce nouveau modéle, la place Ack
est une place implicite (et non la place Wait Acks) comme le prouve le flot
de domaine C; x Cy suivant : (X1, Xs).Ack — (All; — X1, X5).WaitAcks = 0.
Aprés suppression de cette place implicite, on obtient le modéle du milieu de
la figure 12. Sur ce nouveau modéle, une post-agglomération peut étre réalisée
entre la transition t1.t3.t4 et la transition t2, ce qui donne le modéle de droite
de cette méme figure. Sur ce dernier modéle, les places restantes sont des places
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Start Modif : C1

ALY

Mess: C1xC2
<AIl1-X1,X2> <X1,X2>

<X1,X2>
<X1>|

Wait Acks: C1xC2

<X1,X2>

Ack : CIxC2
<All1-X1,X2> <X1,X2> 314

Figure 11. Aprés suppression de la place implicite “Start Update”

Start Modif : C1 Start Modif : C1 : Start Modif : C1
A A H 4—@
<X1> <X1> H <X1>
<x2> LS8 CAl1- X1, X2> <x2> :llm-“‘ <x2>

<X1,X2> Files: C2 | < X1,X2>

Wait Acks: C1xC2 Wait Acks: CIxC2 :

<X1,X2> <X1,X2>

Ack : C1xC2
<All1-X1,X2>

t113.t4.12

Figure 12. Apres d’autres réductions

implicites et peuvent étre supprimées ; le modéle initial est donc équivalent pour
les propriétés fondamentales (vivacité, caractére borné, état d’accueil, ...) au
réseau réduit & la transition t1.t3.t4.t2 qui vérifie bien évidemment toutes
ces propriétés.

Il est évident par contre que certaines propriétés ont été perdues lors de
ces phases de réduction. Si 'on veut vérifier des propriétés plus “fines” que
la vivacité (par exemple des formules de logique temporelle [PPP00]) il est
nécessaire de conserver certaines places et transitions. Si ’on veut par exemple
vérifier la propriété qui exprime que le site 1 ne peut simultanément travailler
sur le méme fichier que le site 2, on ne peut réaliser la derniére agglomération
et il faut s’arréter au modéle du centre de la figure 12.

Si 'on prend le modéle des philosophes proposé dans le chapitre 7 pour
illustrer les réseaux ordonnés, plusieurs post-agglomérations sont applicables
autours des places Mange, Finirl et Finir2; on obtient alors le réseau de
la figure 13. Ce réseau met en avant le probléme d’interblocage possible. Ce
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. PrendreChaise .
Pense: D I Attl: D D={1.N}

<X > C Chaises: {} PrendreGC——
o

Baguettes: D

Figure 13. Le modéle des philosophes réduit

modéle ne peut plus étre réduit. En effet, le probléme d’interblocage est lié
ici au controéle du verrou Uye p{ Att2(z), Baguettes(z)}. Dans cette version des
philosophes, ce controle est réalisé par I'invariant introduit par la place Chaises
qui garantit que le nombre de philosophes en attente (place Att2) est au plus
égal au nombre de marques initiales dans la place Chaises. La présence ou non
d’un interblocage dépend donc du marquage initial de cette place, et ce genre
de condition est difficilement caractérisable par des conditions structurelles.

2. Invariants colorés

Nous avons vu au chapitre 3 I'importance des invariants dans ’analyse struc-
turelle des réseaux de Petri. Dans les réseaux de Petri ordinaires, le calcul de
ces invariants se fait par résolution du systéme d’équations déduit de la matrice
d’incidence du réseau : les variables de ce systéme sont les places du réseau,
et les équations correspondent & l'incidence des transitions sur les places. La
résolution de ce systéme se fait alors par l'algorithme de Gauss dans le cas
général ou par ’algorithme de Farkas dans le cas de recherche d’invariants &
coeflicients positifs. On obtient alors une famille génératrice c’est & dire per-
mettant de générer par combinaisons linéaires tous les invariants du réseau.
Dans le cadre des réseaux colorés, trois types de problémes se présentent :

— comment définir les invariants d’un réseau coloré et caractériser une fa-

mille génératrice;

— comment calculer de maniére efficace une famille génératrice d’invariants

d’un réseau coloré lorsque la taille des domaines de couleur est fixée;

— comment calculer une famille génératrice paramétrée, c’est a dire valide

quelle que soit la taille des domaines de couleur.

Les deux premiers problémes peuvent évidemment étre résolus en travaillant
explicitement, sur le réseau de Petri obtenu par “dépliage” du réseau coloré.
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Ce type de méthodologie se heurte cependant & la complexité engendrée par
la taille du réseau déplié et & linterprétation des invariants obtenus dans le
réseau coloré. Il est de plus impossible d’essayer d’obtenir par cette approche
une famille génératrice et paramétrée d’invariants puisque 'on est obligé au
préalable de fixer la taille des domaines de couleur pour effectuer le dépliage.

Les travaux portant sur le calcul d’invariant peuvent étre regroupés en deux
familles. Une premiére approche consiste 3 restreindre la définition des réseaux
colorés en limitant par exemple les fonctions de couleur utilisables ou la com-
position des domaines de couleur des places et des transitions. Ces restrictions
induisent alors une structure particuliére de la matrice d’incidence et de I'en-
semble des invariants de ces sous-classes dont on peut tirer parti pour définir
des algorithmes efficaces et paramétrés de calcul de famille génératrice. C’est
ainsi que ’on obtient un calcul de famille génératrice pour les réseaux i pré-
dicats/transitions [MV85, Vau87|, une famille génératrice paramétrée pour les
réseaux réguliers [Had87] et pour les réseaux homogénes [CH88] ou encore une
famille génératrice paramétrée d’invariants positifs pour les réseaux réguliers
mono-classe [CHP91].

Une seconde approche consiste & généraliser ’algorithme de Gauss au calcul
sur les applications linéaires en utilisant en particulier la notion de semi-inverse
généralisée [Cou90].

Il est & noter qu’il n’existe a ce jour aucun algorithme permettant de calculer
une famille génératrice et paramétrée pour un réseau bien-formé ou un réseau
coloré quelconque.

2.1. Définitions des invariants colorés

Le choix d’une définition des invariants d’un réseau coloré doit satisfaire
au moins les deux exigences suivantes. D’une part, il semble naturel qu’un
invariant d’un réseau coloré (ou bien-formé) soit un invariant coloré c’est & dire
permettant de prendre en compte la valeur des couleurs du réseau. Par exemple,
si un domaine de couleur modélise un ensemble de processus, un invariant
doit pouvoir exprimer des propriétés relatives & un processus particulier ou 3
I’ensemble des processus sauf un sous-ensemble particulier, ou encore, associant
un processus & son voisin dans une classe ordonnée. D’autre part, il faut que la
définition des invariants d’un réseau coloré soit utilisable mathématiquement,
c’est & dire qu’elle permette le développement d’algorithmes efficaces de calcul
opérant directement sur le réseau coloré. On peut de plus souhaiter que les
invariants soient interprétables en terme de comportement du réseau de haut-
niveau

La définition que nous proposons est celle la plus couramment admise comme
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satisfaisant ces exigences. Celle-ci définit un invariant comme une somme pon-
dérée de places associée & un domaine de couleur, le domaine de l'invariant qui
peut étre vu comme étant son domaine d’interprétation. Chaque poids associé
aux places est une fonction du domaine de couleur de la place vers le domaine
de couleur de l'invariant.

Dans la définition suivante, Bagq(A) désigne le @ espace vectoriel cano-
nique sur I’ensemble non vide A qui inclut Bag(A). On note également W la
matrice d’incidence du réseau (Vp € P,t € T,W (p,t) = Post(p,t) — Pré(p,t))
afin de ne pas la confondre avec un domaine de couleur.

Définition 0.11 (Invariant coloré) Un invariant coloré F est une somme
formelle pondérée des places } . p F(p).p définie par :

1. C(F) le domaine de couleur de linvariant ;

2. Vp € P, F(p) une application linéaire de Bagq(C(p)) vers Bagg(C(F))
telle que :

VteT,> F(p)oW(p,t) =0

pEP

Lorsque ’on impose que les coefficients soient des applications linéaires de
Bag(C(p)) vers Bag(C(F)) on parle de flot positif (ou encore de semi-flot);
sinon, on parle de flot.

En utilisant cette définition, il vient immédiatement que si F est un invariant
alors pour tout marquage accessible m,

Y F®)mp) =Y F®)(mo®))

pEP peEP

Un invariant F peut donc s’interpréter comme un ensemble d’équations liant
le marquage d’un sous-ensemble de places du réseau pour tout état accessible
avec le marquage initial :

Vm € Acc(CN,my),Ve € C(F Z Z (€)]- m(p(cp)) = cst

peEP CPEC(P)

On notera ces équations simplement par 3

Ve e C(F Z Z [F(®)(cp)(c)]-plcp) = cst

peP CPEC(P)

Le réseau de la figure 14 modélise ’envoi d’un message par un processus a

3p(cp) désigne 'instance c;, de la place p.
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Repos:C

<X> c={1.n}

Mess.C

<All-X> <>

t1

<X>

JtS

<All-X>

Figure 14. Un réseau coloré

tous les autres (transition ¢1) puis attente par celui d’un message d’acquitte-
ment de ’ensemble des autres processus (transition ¢2). La prise en compte du
message et I’envoi de 'acquittement est modélisé par la transition ¢3.

Pour ce réseau, la somme formelle F définie par F = (z).Mess + (x).Ack —
(all — z).Att avec C(F) = C est un invariant. Il s’interpréte comme

Vx € C, Mess(xz) + Ack(z) — Z Att(y) =0
yF#w

et signifie que si un site x a recu un message ou a envoyé un acquittement qui
n’a pas encore été pris en compte alors nécessairement un autre site y # x
est en attente d’acquittement. On peut également interpréter cet invariant par
«le nombre de messages & destination ou en provenance d’un site x est égal au
nombre de sites en attente différent de x» .

Les invariants donnent donc une information précieuse sur les évolutions
possibles du réseau sans avoir & construire son graphe des marquages acces-
sibles (ou mieux, son graphe des marquages symboliques). Il semble donc na-
turel de vouloir connaitre tous les flots d’un réseau. Comme cet ensemble est
généralement infini, on cherche a représenter ’ensemble de tous les flots par
une famille finie; on parle alors de famille génératrice.

Définition 0.12 (Famille génératrice) Un ensemble fini {F;} de flots est
une famille génératrice de flots d’un réseau si et seulement si tout flot du réseau
s’obtient par combinaison linéaire des flots F;, les coefficients de cette combi-
naison étant des applications linéaires compatibles avec le domaine de couleur
des invariants.

Par exemple, les deux flots suivants de domaine de couleur C' forment une
famille génératrice du réseau de la figure 14.
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1. F1 = (z).Mess + (x).Ack — {all — z).Att et C(F1)=C
2. Fy = (x).Repos + (z).Att et C(Fs) =C

Ainsi, le flot F = (z).Mess + (z).Ack + (all — z).Repos de domaine C peut
s’écrire comme F = F; + (All — X).F>.

2.2. Problématique du calcul des flots d’un réseau

Le calcul des flots peut se faire de maniére intuitive en adaptant les régles
d’élimination de Gauss aux matrices d’applications linéaires. Pour cela, nous
partons de la matrice d’incidence du réseau en indiquant & droite de chaque
ligne la famille initiale de flots (initialement, chaque place est pondérée par la
fonction identité de son domaine de couleur). Pour le réseau précédent (Fig.14),
on a la matrice suivante :

t1 t2 t3
—{x) (z) 0 (z).Repos
W= (z) —(z) 0 (z).Att
| {all —x) 0 —(z) | (x).Mess
0 —all —z) (x) (z).Ack

La premiére régle consiste & ajouter 3 une ligne une autre ligne pré-multipliée
par une fonction afin d’annuler certains coefficients de la matrice. Ainsi, en
combinant Att & Repos et Mess on obtient la matrice suivante.

t1 t2 t3

0 0 0 (z).Repos + (x).Att

(x) —{z) 0 (z).Att

0 (all—2z) —(z) | (x).Mess— {(all —z).Att
0 —{(all—1z) (x) (z).Ack

Une seconde régle consiste & supprimer une ligne pour laquelle son coefficient
est le seul coefficient non nul d’une colonne. Pour ce faire, afin de ne pas perdre
de flot, il est nécessaire que ce coefficient soit une application injective 4. L’ap-
plication de cette régle permet de supprimer la ligne Att.

t1 t2 t3

0 0 0 (z).Repos + {(z).Att

0 Aall—z) —{(x) | (x).Mess— (all —x).Att
0 —Hall—2z) (x) (z).Ack

4la fonction doit étre injective de Bagg(C(t)) dans Bagg(C(p)). Ainsi, les fonctions sur
Bagq(C) X¢, 'X¢c, Allc — X¢, sont injectives, alors que la fonction Allc ne I’est pas.
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En itérant application de ces deux régles on obtient successivement les deux
matrices suivantes.

t1 2 t3
0 0 0 (z).Repos + {(x).Att
0 0 0 (x).Mess — {all — z).Att + (x).Ack

0 —(all—2) {(x)) (x).Ack

t1 12 t3

0 0 0 {(z)-Repos+ (zr).Att
( 0 0 0 ) (z).Mess — {(all — x).Att + (x).Ack

Cette derniére matrice est telle que tous ses coeflicients sont nuls et donc,
chaque ligne correspond & un flot. Le premier décrit une structure de processus :
un site x est soit au repos soit en attente d’acquittement. Le second, que nous
avons déja interprété, peut également indiquer qu’en oubliant l'information sur
I’identité des sites alors le nombre de messages ou acquittements en circulation
est égal & N — 1 fois le nombre de sites en attente ({all).Mess + {all).Ack —
(N — 1){all).Att ).

2.3. Calcul de famille génératrice non paramétrée de flots

La méthode précédente permet d’obtenir des flots d’un réseau mais ne ga-
rantit pas que ’on obtient & coup str une famille génératrice. En effet, chaque
ligne dont tous les coefficients sont nuls correspondra & un flot du réseau, mais
rien n’assure que l'on peut toujours obtenir une matrice dont tous les coef-
ficients seront nuls (ce qui garantit 'obtention d’une famille génératrice). En
particulier, deux types de problémes peuvent étre rencontrés : on ne peut trou-
ver de combinaison linéaire diminuant les coefficients non nuls ou bien encore,
un coefficient non nul est isolé sur une colonne mais ce coefficient n’est pas une
fonction injective. Dans ces deux cas, la méthode intuitive précédente ne peut
poursuivre le calcul des flots du réseau. Considérons ’exemple suivant (Fig 15).
La matrice d’incidence W de ce réseau est la suivante :

t1 2
—(z) (z) (x).ProcTypel
W = (y) (x) (x).ProcType2

(x)_-{- (y) —2x%(z)/) (z).Travail
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ProcTypel:C ProcType2:C

<X> <X>

Figure 15. Un réseau coloré

Si 'on commence par annuler la seconde équation (correspondant & t2)
I’application des régles précédentes conduit & la matrice suivante.
tl t2

—(x) +{y) 0\ (x).ProcTypel — (z).ProcType2
(—(x) +{y) O ) 2 x (x).ProcTypel + (x).Travail

La différence de la premiére ligne avec la seconde donne alors & la matrice :

t1 2

—(z) +{y) 0\ (z).ProcTypel — (z).ProcType2
0 0 ) {(x).ProcTypel + (x).ProcType2 + {x).Travail

La fonction —{x) + (y) n’étant pas injective, il n’est pas possible d’aller plus
loin.

Si ’on commence par annuler la premiére équation, on obtient immeédia-
tement la matrice suivante, et de nouveau, on ne peut aller plus loin avec les
régles que nous avons présentées précédemment.

tl t2
—(z) (x)\ (z).ProcTypel
—(y) (z) | (x).ProcType2

0 0 (z).Travail + (z).ProcTypel + (x).ProcType2

Il est en fait possible d’obtenir un algorithme simple de calcul de famille
génératrice de flots [Cou90] en modifiant les régles de ’élimination de Gauss
par ’ajout d’une nouvelle régle. Celle-ci, basée sur la notion de semi-inverse
généralisée, va permettre de diminuer & chaque étape le nombre de coefficients
non nuls de la matrice.
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Définition 0.13 (Semi-inverse généralisée [Nas76]) Soit f une applica-
tion linéaire de Bagg(C1) dans Bagg(Ca). Il existe une application linéaire
non unique h de Bagg(C>) dans Bagg(Ch) telle que foho f = f. Une telle
application est appelée semi-inverse généralisée de f. De plus, (Id — f o h) est
une solution génératrice de l’équation X o f = 0.

Soit W une matrice de la forme suivante ou t désigne la premiére colonne
et Wy la sous-matrice de W définie par les autres colonnes.

"

f 1 F1

|6 |2
- W,

;

0 :7—‘;

Soient A une semi-inverse généralisée de g. Nous introduisons une nouvelle régle
de transformation qui va produire la matrice Wp,4y, définie par :

t
Ji—fiohog Fi=Fofioh
fe—frohog Fr—Fofeoh
Whouv = 0] Wi F—Fogoh
!
0 Fi
0 o

q

Dans cette matrice, W] est la matrice W, dans laquelle on a substitué a toute
ligne F; = 1..k la ligne F; moins la ligne F composée avec f; o h et dans
laquelle, la ligne F est remplacée par la ligne F moins elle méme composée
avec g o h.

Cette transformation incrémente le nombre de coefficients nuls et permet
donc par itération d’obtenir une matrice dont tous les coefficients sont nuls. La
famille de flots associés & cette matrice est donc une famille génératrice et, par
équivalence, également une famille génératrice des flots associés a la matrice
initiale. Il faut noter que le calcul d’une semi-inverse d’une application peut
conduire 3 fixer la taille des classes de couleur du réseau, ce qui limite cet
algorithme au calcul de famille génératrice non paramétrée.
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La validité de cette transformation se justifie par le fait qu’elle peut étre
décomposée en trois régles de transformations élémentaires, chacune d’elle pré-
servant la famille génératrice de flots [Cou90).

La premiére régle consiste & remplacer la colonne ¢ par deux colonnes qui
lui sont équivalentes. La premiére de ces colonnes est obtenue en composant
la colonne t avec la fonction (h o g) ou h est la semi-inverse généralisée de g,
et la seconde est obtenue en composant la colonne ¢ avec (Id — h o g). Comme
(hog)+ (Id — hog) = Id, on préserve la famille génératrice. De plus, par
définition de h, on a gohog =g et g—gohog = 0 ce qui justifie la valeur
des coefficients encadrés.

t.(hog) t.(Id — hog)

fiohog  fio(Id—hog) Fi

fk°:h°g fko(—’d:—hO!}) fk
C O
0 0 7,

La seconde transformation consiste & soustraire & chaque ligne F;,i = 1..k
la ligne F pré-multipliée par f; o h. De cette sorte, on élimine de la colonne
t.(h o g) tous les coefficients non nuls excepté celui de la ligne F. Cette régle
est une régle standard de transformation de l’algorithme de Gauss et préserve
donc également la famille génératrice. Nous notons dans cette nouvelle matrice
W5 la matrice résultant de cette transformation sur Wj.

t.(hog) t.(Id —hog)

0 fio(Id—hoyg) Fi1—Fofioh
0 fro(Id—hog) Fr—Fofroh
g 0 Ws F
0 0 F
0 0 7

La derniére transformation consiste a utiliser le fait que si h est la semi-
inverse généralisée de g alors (Id—goh) génére toutes les solutions de I’équation
X og = 0. On peut donc remplacer la ligne F par la ligne (Id — go h) o F sans
perdre de flots. On obtient alors la matrice suivante dans laquelle on a de plus
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supprimé la colonne ¢.(h o g) dont tous les coefficient sont devenus nuls.

t.(Id—hog)
fioc(Id—hog) Fi1—Fofioh
feo(Id—hog) Fr—Fofroh
w, | Fo(Td—goh)
0 Fi
0 F!

q

Reprenons ’exemple de la figure 15. La matrice d’incidence initiale est la
suivante °

tl t2
—(z) (z) (z).ProcTypel
W= —(y) (z) (z).ProcType2

() + (y) —2x(z) /) (x).Travail

Une semi-inverse de 'application linéaire g : (z,y) — (z) + (y) est I'application
linéaire h : {z) — 1/2(z,z). On a hog : {(z,y) = 1/2((z,z) + (y,y)) et
goh:{x)— {(x).Silon note fi : {x,y) = —(z) et fo: (z,y) —» —(y ) on a
par exemple

— fiohog:(z,y) = —1/2({z) + (y)),

— faohog:(z,y) = —1/2({z) + (y)) ou encore,

— {x) = (=2){z) o f1 o h = Opag(c)—Bag(c) C'est & dire 'application nulle de

Bag(C) dans Bag(C) que 'on note 0.

La transformation conduit donc & la matrice W' (dans laquelle on peut suppri-
mer la troisiéme ligne qui ne donne aucune solution).

t1 2
1/2((y) — (z)) 0\ (z).ProcTypel +1/2« (x).Travail
wW'= [ 1/2((z) = (y)) 0 | {z).ProcType2+ 1/2x (z).Travail
0 0 /) OBag(c)—Bag(c)-Travail

Notons g l'application (z,y) — 1/2({z) — (y)). Une semi-inverse de g est ’ap-
plication h : {z) — 2(x,d) ou d est une valeur quelconque de C. En effet,
—goh:(z)— ((z) - (d),
— hog:(z,y) = ((2,d) — (y,d)) et
—gohog:(z,y) = 1/2((z) — (d) — (y) + (d))
5il faut prendre garde que le domaine de t1 est C x C et que donc {z) sur la colonne #1

est en fait la fonction (z,y) — (x). Par contre, le domaine de ¢2 étant C, (z) sur la colonne
t2 est bien la fonction (z) — (z).
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et donc g o ho g = g. La transformation conduit alors alors la matrice W" :

t1 t2

W — 0 0\ (x).ProcTypel + ({x) —(d)).ProcType2 + ({(x) — {d)).Travail
- ( 0 0 ) (d).ProcType2 + 1/2 x (d).Travail

La matrice étant nulle, on a obtenu une famille génératrice. Cette famille peut
se réécrire plus élégamment en :

— {z).ProcTypel + (x).ProcType2 + {x).Travail

— (d).ProcT'ypel — (d).ProcType2

L’algorithme précédent permet donc d’obtenir & coup sir une famille géné-
ratrice d’un réseau coloré quelconque. Néanmoins, son utilisation pratique pose
deux problémes :

1. le calcul de la semi-inverse d’une application peut conduire & déplier par-
tiellement le réseau. Ceci conduit donc & fixer la taille des domaines de
couleur. Il n’est donc pas possible de déterminer a priori si I’on obtient
une famille génératrice paramétrée ou non;

2. si le réseau n’utilise qu’un sous-ensemble de fonctions de couleur (par
exemple, uniquement ’identité et la fonction successeur), rien ne garantit
que les coefficient intervenant dans la définition des flots soient eux-mémes
dans ce sous-ensemble. Ceci peut rendre difficile I'interprétation des flots
trouvés et nécessiter d’opérer manuellement des transformations sur la
famille génératrice trouvée.

Lorsque 'on utilise des sous-classes de réseaux colorés (réseaux réguliers, ré-
seaux ordonnés, ..) on aura donc intérét & utiliser un algorithme adapté & cette
sous-classe lorsqu’il existe.

2.4. Famille génératrice paramétrée pour les réseaux réguliers

Nous nous intéressons dans cette section au calcul de flots dans les réseaux
réguliers (sous-classes des réseaux bien-formé définis en section 4.5 du chapitre
précédent). Pour ’exemple suivant (Fig 16) le flot F = (All)p + (X)q consti-
tue une famille génératrice de flots et peut s’obtenir simplement & 1’aide de
I’algorithme général ou par un calcul intuitif.

Il existe cependant une autre écriture de cette famille génératrice a ’aide
des deux flots suivants (on pourra vérifier que le flot F peut effectivement étre
obtenu par combinaison linéaire de F1 et F2) :

- F1 = (X —Y)q qui s'interpréte, en tenant compte du marquage initial,

Vz,y € C1, q(z) —q(y) =0
- F2 =nx (All)p + (All)q avec n = |C1| qui s’interpréte nx Y -, p(x) +
Yscotlx) =n?
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Figure 16. Un réseau régulier

Le premier de ces flots est de forme «différentielley , c’est a dire qu’il
s'écrit (X —Y)(3_,cp Ap-p) et permet de caractériser 'évolution du nombre de
marques d’une couleur par rapport & une autre pour une combinaison linéaire
de places. Le second de ces flots est de forme <«homogéne» . Il s’écrit sous
la forme (AU)(3_ cp Ap-p) et permet de compter l'évolution du nombre de
marques dans un sous-ensemble de places (en oubliant I'information sur les
couleurs).

Cette écriture posséde plusieurs avantages. Tout d’abord Iinterprétation de
ces flots donne rapidement une information sur ’évolution possible des couleurs
dans les places du réseau. Ainsi, F1 traduit que la différence entre le nombre de
marques de deux couleurs distinctes dans la place ¢ est toujours constante (ici
nulle) et le flot 72 indique qu’il peut y avoir jusqu’a n? marques dans la place
q. Ensuite, et c’est sans doute ici le point le plus important, on peut démontrer
[Had87] que toute famille génératrice de flots d’un réseau régulier peut s’obtenir
par application successive d’opérations de différenciation ou d’homogénéisation
de couleurs. Ces deux opérations de dérivation vont produire a partir d’un
réseau régulier a k classes de couleurs deux réseaux réguliers & k — 1 classes de
couleurs. Si les réseaux obtenus ne sont plus colorés, on applique I’algorithme
de Gauss étendu aux anneaux de polyndmes a coefficients dans 7ZZ pour calculer
les flots, sinon on réitére les opérations de dérivation sur les réseaux obtenus.

Soient R un réseau régulier et C,...,C} les classes de ce réseau. La pre-
miére forme de dérivation de R par rapport & une classe C; produit le réseau
D;(R), la seconde forme de dérivation produit le réseau S;(R). Ces deux ré-
seaux (réguliers) sont composés des mémes places et transitions que R mais les
valuations des arcs ont été modifiées de la fagon suivante. Soient p une place
et ¢t une transition. On distingue deux cas :

1. le domaine de p contient C;. Dans ce cas, la valuation de ’arc reliant p et ¢
peut s’écrire v = (f1,..., fq, 0. Xi + Bi-Alli, for, - . ., f4)- Cette valuation
est remplacée dans D;(R) par la valuation D;(v) = a;*(f1,---, fo, fars-- > o)
tandis que v est remplacée dans le réseau S;(R) par la valuation S;(v) =
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(Oéi + ’I'L,,BZ) * (fl; . ,fq,fql, ... ,fqll) avec n; = |Cz|
2. le domaine de p ne contient C;. Dans ce cas, la valuation reliant p et ¢
n’est pas modifiée.

Par itérations on finit par obtenir 2* réseaux non colorés avec des valuations
pouvant faire apparaitre des polyndomes a k variables (les tailles des classes

ni,...,n). On applique alors ’algorithme de Gauss sur chacun de ces réseaux
p:C1
t1
<All>
q.Cl
DI(R) SI(R)
p:Cl p:C1
t1 t1
nl
Oq:cl q:C1

Figure 17. Dérivations du réseau régulier précédent

(ce qui peut conduire & définir des contraintes sur les n; afin de distinguer les
polynémes nuls) puis on «re-colore» les flots obtenus en tenant compte des
opérations de dérivation effectuées. Ainsi un flot provenant d’un réseau dérivé
D;(R) sera coloré par la fonction (X; —Y;) et un flot provenant d’un réseau
dérivé S;(R) sera coloré avec la fonction All;.

Le seul flot de D1(R) est ¢ qui re-coloré donne le flot (X7 — Y1)g. De méme,
le seul flot de S1(R) est n*p+q qui, aprés re-coloration, donne le flot (All1).(nx*

p+q).

2.5. Cas des flots a coefficients positifs

Il n’existe & ce jour qu’un seul algorithme connu de calcul de famille généra-
trice de flots positifs dans les réseaux colorés [CHP91]. La difficulté principale
par rapport au calcul de flots vu précédemment provient du fait que @, +)
n’est qu’un semi-groupe.
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Cet algorithme, que nous exposons ici briévement, permet de calculer une
famille génératrice d’un réseau régulier mono-classe (une seule classe de couleur)
ou d’un réseau prédicats-transitions mono-classe [MV85].

Considérons le cas des réseaux réguliers mono-classe et supposons de plus
que chaque place est colorée par cette classe (si ce n’est pas le cas, il suffit de
colorer les places non colorées par ce domaine et de remplacer toute valuation
entiére A\ autour de cette place par la valuation \.All).

Par définition, tout coefficient de la matrice d’incidence d’un tel réseau est
de la forme W(p,t) = (@, - X + Bp,-All). Notons alors A et B les matrices
P x T définies par A(p,t) = ap et B(p,t) = Ppt-

Soit alors le systéme d’équations :
(A+nB).Y "  X(i)=0

i o 11
X(1)=AX2) =...= AX(n)

ot X un vecteur de (@Q*)”)" avec n = |C| représente I'inconnu du systéme et
X (i) la i-éme composante de X ( X (i) est un vecteur & coefficients dans Q"

indexé par P; X (i) € QN)F).

Chaque solution X de ce systéme définit le flot & coefficients positifs de
domaine de couleur C, F =} p Fy.p avec Fp(c) = X (i)(p).c (X (i)(p) désigne
la p-éme composante de X (7)).

Le systéme d’équations (1) n’est qu’une réécriture du systéme d’équations
associé au calcul des flots positifs d’un réseau régulier. Il vient donc immédiate-
ment qu’une famille génératrice de ce systéme engendre une famille génératrice
de flots positifs. La résolution paramétrée de ce systéme se fait en deux phases :

1. On résout d’abord le systéme A.X(1) = A.X(2) = ... = A X(n). Pour
cela, on calcule par itérations successives un ensemble fini de vecteurs de
ot (appelés direction) engendrant une famille génératrice de solutions de
cette équation. A chaque direction b correspond un ensemble de vecteurs
Sol(A,b) défini par Sol(A,b) = {y € Q)" |A.y = b}. Par construc-
tion, chaque élément de 'ensemble Gen(4,b) = {X € (Q")?)"| X (i) €
Sol(A,b)} est une solution de ’équation étudiée.

2. Chaque famille de solution engendrée par une direction est mise sous la
forme d’une somme formelle de vecteurs puis projetée sur la premiére
équation ((A +n.B). > 1 | X(i) = 0). Le systéme engendré est alors ré-
solu par une extension de l’algorithme de Farkas aux polynémes multi-
variables. Chaque solution fournit alors un ensemble de flots positifs du
réseau coloré.

Le lecteur intéressé par cet algorithme pourra se référer & [CHP91] et &
[Pey93] pour une généralisation & plusieurs paramétres.
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