Arbres H-équilibrés



Arbre AVL

extension type arbre
opér ations
désequilibre : arbre® entier
sémantique
désequilibre(a) =s a=d alors 0 sinon h(g(a)) - h(d(a)) fs

® aH-équilibrés pour tout b sous-arbre de &,
désequilibre(b) I {-1, O, +1}

® arbre H-equilibre=>log,(n+1) £ h+ 1 £ 1.45log,(n+1)

® AVL: arbre binaire de recherche H-équilibre

=> |a recherche dans un arbre AVL est au pire en ©(log,n)



Remarques

® Rappel:
h(a) =s a=dalors-1sinon 1+ max(h(g(a)), h(d(a))) fs
désequilibre(@) =s a= @ alors 0 sinon h(g(a)) - h(d(a)) fs

® |l sen suit:
h(g(a)) = h(a) - 1 + inf(0, déséquilibre (a)) = h(a) - 1 +[désequilibre(a)]-
h(d(a)) = h(a) - 1 - sup(0, déséquilibre (a)) = h(a) - 1 -[désequilibre(a)]*

® en notant:

m
0 A
[x]* =sup (O, x)
[X] = inf (0, X)
Y

h-1+[m] h-1-[m]*




|mplantation Ada

generic
package Arbres Binaires.De Recherche AVL is

type Arbre_ AVL isnew Arbre Rech with null record,;

procedure Ajouter (Dans: in out Arbre AVL; Va : in Element);

procedure Supprimer_Courant (Dans: in out Arbre AVL);
private

type Desequilibreisrange-2 .. +2;

type Noeud AVL isnew Noeud Rechwith record

Deseq : Desequilibre := 0;

end record;

procedur e Reequilibrage (Le Noeud : in out Pt_Noeud);
end Arbres Binaires.De Recherche AVL ;



|mplantation Java

package bibSDJava.Les Arbres Binaires;
classNoeud AVL extends Noeud Recherche{ int deseq=0; }
public class Arbre_ AVL extends Arbre De Recherche {
public Arbre AVL (Avec Cle Specimen)
throws Erreur_Specification, Erreur_Typage{
super (34, Specimen);
}
public void Ajouter (Avec Cle Val)
throws Cle Existante, Limite Implnatation, Erreur_Typage {}
public void Supprimer_Courant ()
throws Erreur_Specification {}



Rotation adroite (1)
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® Propriétés:

" A arbrebinaire de recherche => A' arbre binaire de recherche
" 9 B, C, D sont H-équilibré => A" est H-équilibré
désequilibre(A)=2, déséquilibre(g(A))=1 => rotation a droite



Rotation a droite (2)
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® Propriétés:
" A arbrebinaire de recherche => A' arbre binaire de recherche
"~ & B, C, D sont H-équilibré => A" est H-équilibré
désequilibre(A)=2, déséquilibre(g(A))=0 => rotation a droite



rotation gauche-droite
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® Propriétés:

" A arbrebinaire de recherche => A' arbre binaire de recherche
" 9 B,C,D, Esont H-equilibré => A' est H-équilibre

déseg(A)=2, déseq(g(A))=-1 => rotation gauche-droite



|mplantation des rotations (1)

® rotation adroite:
T Y =AGAG=YD; YD =AA=Y;



|mplantation des rotations (2)

o o

@ rotation gauche-droite
" Y =AGDAGD=YG, YG=AG AG=YD; YD =AA=Y,;



| Rééquilibrage d'un arbre

® A partir des opérations de rotation, on définit le rééquilibrage:
extension type arbre
opér ations
rééquilibrage : arbre® arbre
semantique
rééquilibrage (a) = si déséquilibre(a)=2 U déséquilibre(g(a))=1 alors rd(a)
sinsi déséquilibre(a)=2 U déséquilibre(g(a))=0 alor s rd(a)
sinsi déséquilibre(a)=2 U déséquilibre(g(a))=-1 alor s rgd(a)
sinsi déséquilibre(a)=-2 U déséquilibre(d(a))=-1 alor s rg(a)
sins déséquilibre(a)=-2 U déséquilibre(d(a))=0 alor s rg(a)
sinsi déséquilibre(a)=-2 U déséquilibre(d(a))=1 alor s rdg(a)
sinon a
fs

® On nerencontrera pas les autres cas de désequilibres



Adjonction

® Conservation hauteur r

ajout dans B, h(B') = h(B) A= ‘ i
gjout dans C, h(C') = h(C)
=> A' est H-équilibré de méme hauteur

® Augmentation hauteur

déséq A ® -1 0 +1
gout dans B b 0 b +1 b +2
h(B" )=h(B)+1| h(a)=h(A) | h(A' )=h(A)+1 | h(A' )=h(A)+1
gjout dans C b -2 b -1 b0
h(C )=h(C)+1 ] KA )=h(A)+1 | h(A' )=h(A)+1 | h(A' ) = h(A)
rotation a gauche ou droite-gauche ‘ rotation a droite ou gauche-droite
déséquilibre (C')=-1ou+1 déséquilibre(B') = -1ou +1

=> h(A") = h(A')-1= h(A) donc au plus une rotation



Specification de |'adjonction

extension type arbre-avl
opér ations
gout-avl : noaud” arbre-avl /® arbre-avl
préconditions
gjout-avl(o, a): - (la_cléo) 1 a)
sémantique
gout-avl(o, @) = s a= @ alors <o, g, @>
sinon soit a= <r, g, d>;
s la cléo) <la clé(r) alors
rééquilibrage(<r, gjout-avl(o, g), d>)
sinon rééquilibrage(<r, g, gout-avl(o, d)>) fsi
fs



Ajustement du chemin

ajout 0'\
® Unerotation changelechemin ./ AN
de Iaracmealafew”e/w ‘
rotation adroite: o
o disparait du chemin o'-\ N | o'/ \o
rotation gauche-droite, 0" est Ia/ 0 - aJOUt

feuille:

0 et o' disparaissent du chemin / /\
rotation gauche-droite, ajout dans C: — ‘ i

0" prend laplace de o' et o disparait -——3jout

rotation gauche-droite, gout dans D: — L
o' disparait et 0" passe au dessusdeo -~ \ \ / \

les déséquilibres permettent de S ANy | / \ A/ c\
distinguer les cas O\ ~— ajout



|mplantation de |'adjonction

Recherche de la place de lafeuille

création de lafeuille, et rattachement al'extrémité du
chemin

remontée du chemin
“correction du désequilibre
gustement du chemin éventuel
reequilibrage éventuel
arrét s le déséquilibre est devenu nul sur le ncaud
complexité: en Q(log,n) pour comparaisons, modifications
du déséquilibre, au plus une rotation



Suppression

® Conservation hauteur
suppression dans B, h(B') = h(B) "

suppression dans C, h(C') = h(C) A =
=> A' est H-équilibré de méme hauteur

® Diminution de hauteur

déséqg A® -1 0 +1
suppr dans B b -2 b -1 b 0
h(B' )=h(B)-1 | /h(A) =h(A) | h(A )=h(A) | h(A" )=h(A)-1
suppr dans C b 0 b +1 b +2
h(C )=h(CO)-1 'z h(A' )=h(A)-1 | h(A' )=h(A) | h(A")=h(A)
rotation a gauche ou droite-gauche rotation a droite ou gauche-droite
désequilibre(C)=-1,+10u0 désequilibre(B) = -1,+10u0

h(A") = h(A)-1 => poursuite h(A") = h(A) => arrét



Specification de la suppression

extension type arbre-avl

opérations préconditions
sup-gauche-avl . arbre-avl /® arbre-avl at @
supprimer-avl - clé” arbre-avl /® arbre-avl cl a
semantique

sup-gauche-avl(<o, g, d>) =sig=Jalorsd
sinon rééquilibrage(<o, sup-gauche-avi(g), d>) fs

supprimer-avl(c, <o, g, d>) =

s c<la clé&o) alorsréequilibrage(<o, supprimer-avl(c, g), d>)

sins ¢ >la clé(o) alor s rééquilibrage(<o, g, supprimer-avl(c, d)>)

sinsig=@alorsd

snsd=@alorsg

sinon rééquilibrage(<gauche(d), g, sup-gauche-avl(d)>)

fg



Ajustement du chemin

@ rotation est en dessous du nosud
pas de changement du chemin

® rotation sur le chemin dela
racine au noaud:

rotation a droite:

0' apparait au dessus de 0, avec un
sens "adroite"

rotation gauche-droite:

0" apparait au dessus de 0, avec un
sens "adroite"

les désequilibres permettent de
distinguer les cas




|mplantation de |a suppression

® suppression du noaud courant (extrémite du chemin)

® S le ncaud amoins de deux fils
" suppression du noeud et recherche du suivant dans I'ordre infixe

® S lencaud adeux fils
recherche extrémité du bord gauche du sous arbre droit
échange des valeurs
suppression de I'extrémité
® remonter lechemin
corriger le désequilibre, gjuster le chemin et réequilibrer

® complexité en Q(log,n) pour comparai sons, modifications
du désequilibre et rotations



Conclusion

® DanslesarbresAVL,
recherche
adjonction
suppression
ont une complexité au pire en Q(log,n)
® On constate expéerimentalement:
en moyenne 1 rotation pour 2 adjonctions
en moyenne 1 rotation pour 5 suppressions
=> |a suppression n'est pas plus colteuse que |'adjonction!
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