Structures arborescentes
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spécification des arbres binaires

type arbre
par ametr e noeud
opér ations racine
%] . ® arbre
<, , > :noad” arbre” arbre® arbre 0
racine . arbre/® noaud
g . arbre/® arbre
d . arbre/® arbre

préconditions
racine(a): at &
gl@:at @
d@:at @
axiomes
" 0:noaud, Al, A2: arbre
E,?i)r,le/ff | :2{’)'22,;)1_ ° sous-arbre gauch;\ sous-arbre droit

d(<o, A1, A2) =A2 sous-arbre




terminologie
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recherche d'un noaud

décision : noaud ® (a gauche, trouve, a droite)
recherche (<0, A1, A2>) = s décision(o) = trouvealorso
sins décision(o) = a_gauche alor s recherche(Al)
sinon recherche(A2) fs
fonction recherche (a: arbre) retour ne noeud,;
deébut
tant que décision (racine(@)) * trouvéfaire
s déecision (racine(d)) = a gauche alorsa:= g(a);
sinon a:=d(a);
fing;
fait;
retourner racine(a);
fin:

mm)»> complexité de la recherche au pire en h(a)



mesures (1)

® nombre de noauds:

tallle(lA) =ss A= alors0

sinon soit A =<0, Ay, A»; 1 +talle(A,) + taille(A,) fsi

® nombre defeuilles:

nf(A) = A=Qalors0

sinon soit A =<0, Ay, A»; max (1, nf(A1) + nf(A,)) fs

® hauteur d'un noaud dans un arbrederaciner:

h(x) =s x =r alors0 sinon 1 + h(péere(x)) fs
® hauteur del'arbre (* @): h(a) = max{ h(x) | x noaud de a}

h(A)=ss A=Qalors-1
sinon soit A = <0, Ay, Ay>; 1+ max(h(A4), h(A))) fsi



mesures (2)

® longueur de cheminement: LC(A) = a {h(x) | x noaud de A}.

LC(A)=ssA=@alors0

sinon soit A =<0, Ay, Ap; LC(A,) + LC(A,) + taillle(A) - 1 fsi

@ profondeur moyenne (d'un ncaud) de l'arbre:

PC(A) = LC(A) / tailleg(A) ~+——— compl exité moyenne recherche d'un noaud
® longueur de cheminement externe:

LCE(A)=a{h(x) | x feuillede A}.

LCE(A)=s A=Qalors0

sinon soit A =<0, A;, A»; LCE(A,) + LCE(A,) + nf(A1) + nf(A,) fsi

@ profondeur moyenne externe (d'une feuille) de l'arbre:
PCE(A) = LCE(A) / nf(A). -+—— complexité moyenne recherche d'une feuille



propriétés sur les mesures

Y égalité s arbre complet Q\
taille(A) 3 2 nf(A) - 1 /‘
dog; taille(A)GE h(A) £ taille(A) - 1 '\

égalité atteinte pour les arbres complets qui ont toutes les feuilles a la profondeur h(A)

a
PCE(A) 3 log, nf(A) /./0\'
SlAdetaIIIen w‘ / \‘
PC(A)* " loga(n +1) - 2 / . <% &%

Si A complet detaillen,

PC(A)—”TlmE(A)- "1 md peia)» PCEA) - 1

élogznf(A)u/(gh(A) ®_ égalités arbrefiliforme
& 4




exemple de mesures

profondeur # noauds # feuilles

0 1 0
1 1
'< 2 2 1
-< s 21
PC ... 4. .. 2 1
'/\ PCE------ 57 2 1
'/\ 6 2 1
./\ 7 2 1
8 2 2

taille = 17 LC =72 PC =423 2.42 i

nf =9 LCE=44 PCE=493 3,2



ordre de parcours (1)

® probleme : construire laliste préfixe d'un arbre binaire

" tout ncaud précede ses descendants,
" les noauds d'un sous arbre gauche sont avant ceux du sous arbre droit




ordre de parcours (2)

=

® Généralisation dela solution

® Spécification axiomatique
prefixe (A) =s A = alorslistevide
sinon soit A =<r, b, ¢>; cons (r, préfixe(b)& préfixe(c)) fs
® Formeitérative
iter-pref(In, 1a) = sl la =listevide alorsin
sns la=@:: la alors iter-pref(In, [a)
sinon soit la= <r,b,c> :: |1a; iter-pref(In&[r], [b;c]&la fs
prefixe (A) = iter-pref (listevide, [a])




ordre de parcours (3)

extension type arbre
utilise liste [ncaud]

opér ations
prefixe carbre® liste
infixe carbre® liste
postfixe :arbre® liste
sémantique

préfixe (A) =g A =@ alorslistevide
sinon soit A =<0, G, D»; [0] & préfixe(G) & prefixe(D) fs
infixe (A) =g A =@ alorslistevide
sinon soit A =<0, G, D»; infixe(G) & [0] & infixe(D) fsi
postfixe (A) = s A = alorslistevide
sinon soit A =<0, G, D»>; postfixe(G) & postfixe(D) & [0] fs



| exploration d'un arbre (1)

procédure explorer ( A: arbre);
début s A = alorstrait_arbre vide;
sinon trait_préfixe ( racine (A) );
explorer (g (A) ); trait_infixe ( racine (A) ); explorer (d (A) );
trait_postfixe ( racine (A) ); fing;
fin;



| exploration d'un arbre (2)

procédure explor_iter (A: arbre);
typet_sens = (a gauche, a droite); var P: pile [<arbre, t_sens]; sens. t_sens,
début sens := a_gauche;
répéter s sens=a gauchealors
tantque At Gfairetrait_prefixe(racine(A));

explorer(g(A)) = empiler(P, <A, a gauche); A :=g(A); fait;
A=fils gauche(sommet) trait_arbre vide; ‘
/4 finsi: == fin exploration de A e

S - estvide (P) alors
<A, sens = sommet (P); dépiler (P);

s sens= a_gauche alorstrait_infixe( racine(A) );

explorer(d(A)) » empiler (P, <A, a droitev); A :=d (A);
A=fils droit(sommet) sinon trait_post_fixe ( racine (A) ); fing;
fing;
jusgu'a estvide (P);
fin;

pile = chemin de la racine de |'arbre complet jusque racine(A)



Implantation contigué par linéarité

® par linéarisation: liste préfixe ou liste postfixe
rang(fils_gauche(o)) = rang(o) + 1
rang(fils_droit(o)) = rang(o) + taille(sous-arbre-gauche(o)) + 1
fonction rang_fils droit(l: liste_préfixek: entier) retour ne entier;
var i, | entier;
début j =k + 1;
s fils g existe(ieme(l, k)) alors
i:=1; {i nombre de noeuds du sous arbre gauche restant a parcourir}
tantquei ! Ofairei :=i + nb_fils(ieme(l, j)) - 1;
j=)+ L
fait;
fing;
retourner (j);
fin;

== complexité de d(a) dépend de |a taille des données



Implantation contigué par niveau (1)

® rappel occurrence

occurrence (X) => mot de {0, 1} * - injectif
" code: {0, 1}* ® N* - bijectif
code(e) =1

code (L0) = 2 * code (L)
code (u1) =2 * code (k) + 1
" code: noaud ® N*, code (x) = code(occurrence(x)) = injectif
code (pére (x)) = code (x) div 2
code (filsgauche (x)) = 2* code (x)
code (filsdroit (x)) =2 * code (x) + 1
~ h(x) =dog, code (x)U EE)> organisation par niveau
@ prendre un espace contigué 2NMA+D-1 emplacements
"~ noaud o place en code(o)



Implantation contigué par niveau (2)

T
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@ occupation: taille(A)/(2hA+1D-1), peut étre trés mauvais

@ arbre binaire parfait: /‘/0\‘
" code(o) £ taille(A) o 5 ‘/ \'

" occupation & 100% K } S \‘ '/ \' ‘/ \'
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Implantation chainée

type Noeud; type Pt_Noeud is access Noeud;

type Noeud is

record

Contenu : Element;

Gauche, Droite : Pt_Noeud,;

end record;

>

Pt Arbre

Y




paquetage des arbres (1, Ada)

with Ada.Finalization;
package Arbres Binairesis
type Arbre (Hauteur Max : Positive) is
abstract tagged limited private;
private
type Noeud; type Pt Noeud is access Noeud'Class,

type Noeud is abstract tagged record structure de base d'un noaud
Gauche, Droite: Pt Noeud;, <——

end record; constituant d'un chemin

type Position is record -

Le Noeud : Pt_Noeud :=null; A_Gauche : Boolean; /\ =

end record:;

S

type Tab Pt Noeud isarray (Positive range <>) of Position; ©
type Arbre (Hauteur_Max : Positive) is abstr act

new Ada.Finalization.Limited Controlled with record

Chemin: Tab Pt Noeud (1.. Hauteur Max) ; Sommet : T_Sommet := 0;
end record; e chemin dans|'arbre

end Arbres Binaires;



paquetage des arbres (2, Java)

package bibSDjava.Les Arbres Binaires;

public abstract classNoeud{ = pas de creation d'objet
public Noeud Gauche = null;
public Noeud Droite = null;

}
public class Position {
public Noeud Le Noeud:; AN \\
public boolean A_Gauche; O
}

public abstract class Arbre Binaire {
protected Position Chemin [];
protected int Sommet = -1;
public Arbre Binaire () { Chemin = new Position [500];
Chemin[0] = new Position (); }



- paquetage des arbres (3)

® brigue de base, incompl et

@ operationsfournies:
" parcours en liste préfixe, infixe, postfixe
hauteur d'un noaud
destruction de l'arbre

aucune opération de modification de la structure, car les criteres sont
iInconnus

aucune visibilité al'utilisateur, mais visibilité aux paquetages enfants
(Ada) ou aux classes dérivées (Java et C++)

@ construction des opérations de parcours
exploration itérative -> simplification pour |le parcours considéré
isolation des sequences <début® trait 1> et <trait n® trait n+1>



- paquetage des arbres (4)

sens ;= a_gauche;

répéter
S sens=a gauchealors
tantque A1 QOfaire
empiler(P, <A, a gauche);
A =g(A);
fait;
fing;
S - estvide (P) alors
<A, sens = sommet (P);
dépiler (P);

— S sens=a gauchealors |

empiler (P, <A, a_droite);
A =d(A);
fing;
fing;

jusgu'a estvide (P);

trait n® trait n+1

sd(A)! Dalors
empiler(P, <A, a_droite)>;
A =d(A);
tantqueg(A) * Dfaire
empiler (P, <A, a gauche>);
A= g(A);
fait;
sinon
tantque - estvide(P) faire
<A,sens> .= sommet(P);
dépiler(P);
S sens=a gauchealors
sortie;
fing;
fait;
fing;



arbres généraux et foréts (1)

type arbregen, forét
parameétr e noaud; utilise entier

opér ations
<, :noaud ~ forét ® arbregen
racine . arbregen ® noaud
sousarbres : arbregen ® forét _
%) . ® forét
longueur : forét ® entier — forét = listefarbregen]
ieme . forét~ entier /® arbregen
insérer . forét ~ entier” arbregen /® forét

préconditions
ieme(f, k): 1 £ k £ longueur(f)
insérer(f, k, @): 1 £ k £ longueur(f) + 1
axiomes
racine(<o, f>) = 0
sousarbres(<o, f>) = f

+ axiomes des listes



arbres généraux et foréts (2)

‘/frére_arolt—
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forét _associ ée(D)
forét _associ ée( QG n

A A*
bi nai re(sousarbres(premer(f))) binaire(fin(f))

binaire(f) =s f = @ alors @ sinon soit f = <o, > :: f"; <o, binaire(f'), binaire(f")> fs
f aA)=9 A=@alors@dsinon soit A =<0, G, D>; <o,f a(G)>::f aD) fs



Implantation des arbres genéraux (1)

® implantation contigué par linéarisation préfixe ou postfixe
connaissance du nombre de fils, mémes problemes que arbres binaires

® implantation contigué par niveau => nombre de fils borné
aggravation de la mauvai se occupation

) |mpI antation chainée avec 1 pointeur par fils
borner le nombre de fils => taille fixe, mal occupée (feuilles)
emplacements de taille variable => gestion difficile
bien adapté aux arbres n-aires
voir B-arbres



mplantation des arbres genéraux (2)

with Listes Contigues,
generic
Taille: in Positive := 100; -- nombre de fils maximum
type Vaeur Noeudisprivate
package Arbres Generaux is
type Arbre_Generdl;
type Pt_Arbreisaccess Arbre Generdl,
package Forets is new Listes Contigues(Element => Pt_Arbre);
subtype Foret is Forets.Liste (Taille Max => Taille);
type Arbre _General is -- type définissant un ncaud
record
Contenu : Valeur_Noeud;
Sous Arbres: Foret;
end record,;
end Arbres_Generaux;



Implantation des arbres genéraux (3)

® implantation chainée de I'arbre binaire associe alaforét
type Arbregen;
type Pt_Arbregen is access Arbregen;
type Arbregenis
record
Contenu : Element;
Aine, Suivant : Pt_Arbregen;
Frere Null : Boolean,
end record,;

variante: si pasdefrere, le suivant est le pere



Implantation des arbres generaux (4)
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