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Chapitre 1

Déduction

1.1 Règles de la déduction naturelle

Le langage est constitué de jugement de la forme Γ ` φ, ou Γ désigne un ensemble �ni de formule

et φ une formule du calcul propositionnel.

Intuitivement : Γ ` φ se lit :" on peut démontrer φ à partir des formule de Γ".

Axiomes

Γ, φ ` φ
Ax

Il y a ensuite deux groupe de règles :

Règles d'introduction

Γ,` φ Γ ` ψ
Γ ` φ ∧ ψ

∧i

Γ, φ ` ψ
Γ ` φ⇒ ψ

⇒i

Γ ` φ
Γ ` φ ∨ ψ

∨i1

Γ ` ψ
Γ ` φ ∨ ψ

∨i2

Γ ` φ Γ ` ¬φ
Γ `⊥

⊥i

Règles d'élimination

Γ ` φ ∧ ψ
Γ ` φ

∧e2

Γ ` φ ∧ ψ
Γ ` ψ

∧e1

Γ ` φ⇒ ψ Γ ` φ
Γ ` ψ

⇒e

Γ ` φ ∨ ψ Γ, φ ` θ Γ, ψ ` θ
Γ ` θ

∨e1

Γ,¬φ `⊥
Γ ` φ

⊥e

Le connecteur ¬φ est une abréviation pour φ⇒⊥. Il satisfait donc aussi aux règles suivantes :

Γ, φ `⊥
Γ ` ¬φ

¬i

Γ ` φ Γ ` ¬φ
Γ ` ψ

¬e
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1.2 Règles du calcul des sequents

En calcul des sequents, on peut éliminer des quanti�cateurs à droite et à gauche. Le langage

est constitué de jugements de la forme Γ ` ∆ ou Γ et ∆ désignent des ensembles de formules.

Intuitivement une virgule à gauche à un sens "et" et a droite le sens "ou". Le sens de φ1, φ2 . . . φn `
ψ1, . . . , ψn est qu'avec φ1 ∧ φ2 ∧ . . . ∧ φn on prouve ψ1 ∨ ψ2 ∨ . . . ∨ ψm

Les axiomes sont les jugements Γ ` ∆ pour lesquels les ensembles de formules Γ et ∆ ont une

intersection non vide.

Règles d'elimination à gauche

Γ, φ1, φ2,` ∆
Γ, φ1 ∧ φ2 ` ∆

∧g

Γ ` φ1,∆ Γ, φ2 ` ∆
Γ, φ1 ⇒ φ2 ` ∆

⇒d

Γ, φ1 ` ∆ Γ, φ2 ` ∆
Γ, φ1 ∨ φ2 ` ∆

∨g

Γ ` ∆
Γ `⊥,∆

⊥g

Γ ` φ,∆
Γ¬φ ` ∆

¬g

Règles d'élimination à droite

Γ ` ψ1,∆ Γ ` ψ2,∆
Γ ` ψ1 ∧ ψ2,∆

∧d

Γ, ψ1 ` ψ2,∆
Γ ` ψ1 ⇒ ψ2,∆

⇒d

Γ ` ψ1, ψ2,∆
Γ ` ψ1 ∨ ψ2,∆

∨d

Γ,⊥` ∆
⊥d

Γ, ψ ` ∆
Γ ` ¬ψ,∆

¬d
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